NORTHEASTERN  UNIVERSITY  UBRARY 


Fascicule    XXXVII 


MÉMORIAL 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

l'dULib:  sous  i.ri  patiionau»';  i«e 

^ACADÉMIE   DES    SCIENCES  DE  PARIS, 

DKS  ACADKMIliS  DK  BELGBADK,   litilXELLES,  BUCAREST,  COIMBRE,  CRACOVIK.  KIEW, 

MAUtill),  PRAGUE,    HOME,   STOCKHOLM   (FONDATION   MlTTAG-LEFri.KR  ),  ETC. 

DE  LA  SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    UE    FRANCE,  AVEC    LA    COLLABORATION   DE   NOMBREUX   SAVANTS. 

DIHECTEUR 

Henri    VILLAT 

Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 

Professeur  h  la  Sorbonne, 

Directeur  du  «  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  ». 


FASCICULE    XXXVII 

Transformations  de  contact  et  Problème  de  Pfaff 

Par  m.   g.  cerf 


QA 
2 

M93 
fasc.37 


PARIS 

GAUTHIER-VILLARS  ET  C%  ÉDITEURS 

pu   BUREAU    DES    LONGITUDES,    DE    l' ÉCOLE    POLYTECHNIQUE, 
i  Quai  des  Grands-Augustins,  55, 

:  19-29 


^^SSiSSSc5>SSiSi;^>9:^iïz^:}:^.:^^^ 


|[ltlirarg 
N\ATHii 


MÉMORIAL 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  GAUTIIIER-VILLARS  ET  0'"^' 
83S59  Quai  des  Grands-Augustins,  55. 


MÉMORIAL 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

PUBLIÉ  SOUS  LE  PATRONAGE  DE 

L'ACADÉMIE    DES    SCIENCES    DE    PARIS, 

DBS    ACADÉMIES    DE    BELGRADE,    BRUXELLES,    BUCAREST,    COÏMBRE,    CRACOVIE,    KIEW, 

MADRID,  PRAGUE,   ROME,  STOCKHOLM  (FONDATION  MITTAG-LEFFLER), 

DE  LA    SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE    FRANCE,    AVEC   LA    COLLABORATION  DE   NOMBREUX    SAVANTS. 

DIRECTEUR    : 

Henri    VILLAT 

Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 

Professeur  à  la  Sorboune, 

Directeur  du  «  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  ». 


^  FASCICULE    XXXVII 

Transformations  de  contact  et  ProWème  de  Pfafi 

Pau  m.   G^  cerf 


PARIS 

GAUTHIER- VILLARS  ET  G%  ÉDITEURS 

LIBRAIRES    DU    BUREAU    DES    LONGITUDES,    DE    l'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 

Quai  des  Grands-Augustins,  55. 

1929 


'^3 


AVERTISSEMENT 


La  Bibliographie  est  placée  à  la  fin  du  fascicule,  immédiatement 
avant  la  Table  des  Matières. 


A75^ 


TRANSFORMATIONS  DE  CONTACT 


ET 


PROBLÈME    DE    PFAFF 

Par    M.    G.    CERF. 


[NTRODUCTION. 

Considérons  une  équation  de  Pfatî'li)  à  2/j  J-  i  variables,  réduite 
à  sa  forme  canonique 

*(i)  w  =  dz  —  /;,  (Ij\  — .  .  .  —  Pi,  d.t: „  =  o  ; 

et  d'autre  part  les  formules  d'un  changement  de  variables  : 

/    X         i  ^1  = -^1  (•'■i s. />„).,      Zz^7Ax.z.p) 

(  2  )  ■ 

I  \\,  =  Tn{.r.    Z.p). 

Les  fonctions  X,  Z,  P  sont  des  fonctions  continues  des  arguments 
qui  j  figurent  dans  un  domaine  {cl)  ;  elles  admettent  en  chaque  point 
de  ce  domaine  des  dérivées  partielles  premières  et  le  système  (2)  j 
est  résoluble  par  rapport  aux  x^  z,  p. 

Les  formules  (2)  définissent  une  transformation  de  contact  si  elles 
permettent  de  déduire  de  l'équation  (i)  l'équation  (3) 

(3)  o  =,f/z  — P,  f/X,— ...— P„./X„  =  o. 

c'est-à-dire  s'il  existe  une  fonction  p  des  x^  j,  p  non  identiquement 
nulle,  telle  que  la  relation  (  4  ) 

(4)  i2  =  pw 

soit  identiquement  vérifiée  comme  conséquence  des  relations  (2).  On 


q2 


é/H3 


dit  aussi  que  les  transformations  de  contact  sont  définies  par  la  con- 
dition de  laisser  invariante  l'équation  (i);  rappelons-en  l'interpréta- 
tion géométrique. 

Considérons  un  espace  euclidien  à  //  +  i  dimensions  rapporté  à 
des  coordonnées  cartésiennes  .z',,  .  .  .,  x^.  z.  L'ensemble  d'un  point 
et  d'un  hjperplan  à  n  dimensions  qui  passe  par  ce  point  constitue  un 
élément  de  contact  du  premier  ordre  {e)  dont  les  coordonnées 
sont  2/?  4-1  nombres,  par  exemple  j?,,  ...,  a:„,  :;,  y^i,  ...,y>„, 
les  n-\-\  premiers  étant  les  coordonnées  du  point  et  les  autres,  les 
coefficients  de  l'équation  de  l'hyperplan.  La  transformation  (2)  fait 
correspondre  à  un  élément  {e)  dont  les  coordonnées  appartiennent 
au  domaine  {cl),  nous  dirons  pour  simplifier  à  un  élément  apparte- 
nant à  (c/),  un  autre  élément  (E),  etlorsque  (e)  décrit  le  domaine  (f/), 
(E)   parcourt   un    domaine   (D).  Deux  éléments  infiniment  voisins 

e[.f\ p„)     et     e"(-fi  —  cUi,  ....  /?„+  dp,,) 

sont  «  unis  »,  si  la  relation  (i)  est  vérifiée.  On  appelle  «  multiplicité 
d'éléments  unis  »  une  infinité  d'éléments  telle  que  deux  éléments 
infiniment  voisins  en  soient  unis;  une  multiplicité  d'éléments  unis 
est  transformée  par  une  transformation  de  contact  en  une  multiplicité 
d'éléments  unis  et  deux  multiplicités  d'éléments  unis  aj^ant  un  élé- 
ment commun  sont  transformées  en  deux  multiplicités  analogues. 

Nous  désignerons  désormais  une  transformation  de  contact  par  une 
lettre  T.  Considérons  en  outre  de  la  transformation  (i)  :  T,,  une 
autre  transformation  T',  s'appliquant  aux  éléments  d'un  domaine  (//')  ; 
si  (D)  et  {d')  ont  une  partie  commune,  le  produit  de  T,  et  de  T, 
définit  une  nouvelle  T  qui  s'applique  à  une  certaine  partie  de  {d). 
C'est  avec  une  restriction  de  cette  nature,  qu'on  peut  dire  que  les 
transformations  de  contact  forment  un  groupe  G. 

L'interprétation  géométrique  que  nous  venons  de  donner  de  la 
définition  analytique  des  transformations  de  contact  conduit  inver- 
sement à  généraliser  le  problème  d'analyse  initialement  posé  :  au 
lieu  de  nous  servir  des  coordonnées  cartésiennes  pour  représenter  les 
éléments  de  contact,  nous  pouvons  employer  bien  d'autres  procédés; 
par  exemple,  dans  l'espace  ordinaire,  nous  pouvons  considérer  les  00' 
éléments  de  contact  comme  portés  par  les  00''  surfaces  d'un  complexe 
de  surfaces  convenablement  choisies;  la  condition  ({ui  exprime  que 
deux  éléments  sont  unis  est  encore  une  écpiation  de  Pfairà  5  variables, 
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mais  qui  n'est  pas  ï-éduile  à  sa  forme  canonique;  on  serait  conduit  à 
une  généralisation  analogue  si  l'on  étudiait  les  transformations  de 
contact  dans  un  espace  (|uelconque. 

D'ailleurs,  dès  le  début,  la  théorie  analjticjue  des  transformations 
de  contact  a  été  considérée  comme  cas  particulier  du  problème  de 
Pfaff,  c'est-à-dire  de  l'étude  des  propriétés  invariantes  d'une  équation 
de  Pfaff  quelconque.  Or  cette  étude  a  gagné  beaucoup  en  simplicité 
grâce  aux  méthodes  nouvelles  que  M.  Gartan  [7]  a  réalisées  méthodes 
qui  ont  reçu  un  complément  important  de  M.  Goursat  [^^j. 

Le  but  de  ce  fascicule  est  principalement  de  résumer  ce  ([ui,  dans 
ces  méthodes,  et  en  particulier  dans  la  multiplication  et  la  dérivation 
extérieures  (')?  ^^i  "'^  rapport  direct  avec , les  T,  de  retrouver  les 
propriétés  d'invariance  connues  du  groupe  G,  d'en  indiquer  l'exten- 
sion au  groupe  des  Iransformations  qui  conservent  une  expression 
ou  une  équation  de  l^faff  non  canonique.  Les  résultats  obtenus  [voir 
en  particulier  §  1()  à  21)  j)euvent  être  interprétés  immédiatement  du 
point  de  vue  de  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  |)remier  ordre,  ce  que  nous  ne  ferons  pas,  un  autre 
fascicule  de  celte  Collection  devant  j  être  consacré.* 

Nous  signalerons  d'autre  part  des  tentatives  de  généralisation  des  T 
et  comment  elles  ont  conduit  à  l'étude  de  transformations  de  certaines 
é((uations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque,  ce  qui  rejoint 
la  conclusion  du  fascicule  VI  de  cette  Collection  consacré  au  problème 
de  Bàcklund.  Nous  signalerons  enfin  que  la  généralisation  la  plus 
naturelle  et  la  plus  importante  est  constituée  par  la  théorie  des 
groupes  inlinis  de  M.  Cartan. 

Pour  le  point  de  vue  aucjuel  nous  nous  sommes  placés,  l'historique 
se  résume  en  (juel(|ues  noms  propres  qui  jalonnent  le  siècle  dernier  : 
Pfaff  [32],  Hamllton  |27],  Jacobi  [  28 1 ,  Gras.^mann  [2(3],  Clebsch 
[13,  14],  Darboux  [lo,  10[,  Lie  [31  ],  Frœbenius  [20]. 

LES    l'ORMIÎS    DIPFKHENTIELLIÎS    EKTÉIUELRES.    APPLICATIONS. 

1.  Multiplication  extérieure  [9].  —  C'est  une  opération  introduite 
par  Grassmann  [2()];  nousn'aurons  à  la  considérer  que  d'un  point  de 

(')  I^a  dérivation  extérieiue  est  liée  étroitement  à  la  formule  de  Slokes  qui  a  été 
utilisée  sous  une  forme  dilTérente  par  M.  M.  De  Donder  (fasc.  XIV  du  Mémorial), 
et  Buhl  (fasc.  XVI). 
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vue  purement  formel.  Nous  indiquons  le  produit  extérieur  de  deux 
([uantités  A  et  B  par  la  notation  f  A.B]  ou  plus  simplement  [AB]. 
Soient  n    quantités    m,  ,   w^,   ...,  Un  soumises  à  la   multiplication 
extérieure;  nous  posons 

i   —[ukUi]         si   i  ^  k, 

(    O  SI    J  =  /f. 

Le  produit  extérieur  de  deux  formes  linéaires 

/(«)  =2 '^'"'-    /'(")  =^2i "'"'■ 

où  les  a  et  a'  sont  des  coefficients  soumis  aux  règles  habituelles  de 
calcul,  s'obtient  suivant  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre,  à  condi- 
tion de  respecter  V ordre  dans  lequel  se  présentent  les  quantités  u 
et  d'annuler  les  produits  partiels  où  la  même  quantité  a  se  présente 
deux  fois. 

Exemples  : 

[{■2  Uy  ^  U.2—  ri;  )  (  l/i  —  i  II3  -^  -1  V,,  )] 

=    [  "2  "1    ]  [  "',   "1  ]  *>[  "1   "3]  3[  Hi  ?/;;]    4-    3[  Ul,  Z/3]   +    4[  U\   «4)   ^    '-^L  "2  "1I 

=  —  [  "  I  "-2  ]  —  '>  I  "  I  ";i  ]  +  'J  [  "1  "1  ]  —  ^  [  "2  "3  ]  -'-  'i-  [  «2  "t  ]  —  3  [  }!■),  Il  V  j. 

De  proche  en  proche,  on  définit  des  monômes  de  degré  quel- 
conc[ue  /??,  produits  extérieurs  de  ni  quantités  11  dont  le  signe  change 
quand  on  permute  deux  facteurs  et  qui  sont  nuls  s'ils  possèdent  deux 
facteurs  identiques. 

Exemples  : 

[  l'i  "v"5"l  "3  j  =  0, 
[//,  II:;  Il  :t  II;,]  =—[?<!  ll^llsll,,]  =  [lli  ?/3"i  ";,  ]• 

Le  produit  extéi'ieur  de  deux  monômes  a  et  [3  :  [«{3],  est  un 
monouie  obtenu  en  écrivant  les  quantités  11  dans  l'ordre  où  elles  se 
présentent  successivement  dans  a,  puis  [3  : 

I  ["2  "s  "3]  ["',  "il]   =^  [  "2  "5  "3"v"j]    = ["2"3"v"l  "5]  =  "  ["1  "2"3"',  "s  ], 

Si  a  et  [3  sont  de  degré  impair, 

[-•M=-[3.a]. 
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Une  forme  extérieure  de  degré  p  est  une  expression  linéaire  par 
rapport  à  des  monômes  extérieurs  de  degré />  et  dont  les  coefficients 
sont  des  quantités  soumises  aux  règles  habituelles  de  calcul;  elle  est 
nulle  si  tous  les  coefficients  de  son  expression  réduite  sont  nuls,  et 
seulement  dans  ce  cas;  deux  formes  de  même  degré  sont  égales  si 
les  coefficients  correspondants  de  leurs  expressions  n'-duites  sont 
égaux. 

Le  produit  extérieur  de  deux  formes  extérieures  s'obtient  par  la 
règle  qui  donne  le  produit  extérieur  de  deux  formes  linéaires;  le  degré 
du  produit  est  la  somme  des  degrés  des  facteurs;  le  produit  est  nul  si 
la  somme  des  degrés  dépasse  m;  toute  puissance  d'une  forme  de 
degré  impair  est  nulle. 

Le  produit  extérieur  de  plus  de  deux  formes  extérieures  se  définit 
de  proche  en  proche. 

Exemples.  —  Posons 

F  =  [  ?<i  «2  ]  +  [  u-h  ?/,,  ]  -T- .  .  .  +  [  ;^,,._|  u^_,  ], 
on  a 

.71  [F-]       =  ["1  "-.'"s"/,]    ;-["i  ?/2  ":;"«]+•••   i-[//2.-:t"i,s--2''2s-i  "2.s-], 

I 

F3]  =   [  ?/,  U.,  U;^  l/;,lf5  l'i-,]  -h.  .  ., 

Pour  que  le  produit  extérieur  de  j)  formes  linéaires  soit  nul,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  jj  formes  ne  soient  pas  linéairement  indépen- 
dantes. Pour  qu'une  forme  <J>  soit  divisible  par  une  forme  linéaire  /', 
il  faut  et  il  suflit  que  le  produit  extérieur  [<1>.  /']  soit  nul.  On 
démontre  ces  propriétés  en  prenant  comme  nouvelles  variables  des 
formes  linéaires  considérées. 

F  ayant  la  signification  précédente,  et  /"  étant  une  forme  linéaire, 
l'égalité 

[F.-'/]  =  o 
entraîne 

F  étant  une  forme  extérieure  quelconque  et/,,  /'■-■     .  . ,  //,,  /i  formes 


(5) 


3! 

I 

s 


linéaires  indépendantes,    la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  F  s'annule  lorsqu'on  établit  entre  les  variables  les  relations 

est  donnée  par  l'équation 

(&)  [F/,y; ...//,  ]  =  o. 

11  suflit  pour  le  voir  de  prendre  _/, ,  f^,   .  ■  .,  fn  comme    nouvelles 
variables. 

Les  formes  midtilinéaires  alternées,  c'est-à-dire  les  formes  linéaires 
à  p  séries  de  variables  où  l'échange  de  deux  séries  de  variables 
reproduit  la  forme  mais  changée  de  signe,  peuvent  être  représentées 
symboliquement  par  des  formes  extérieures.  Par  exemple,  si  yj  =  3  et 
que  les  trois  séries  de  variables  soient 

//|.      //j,      ....      Il,,:  r,.      Cj ('„  ;  (V'i,      ir.j n-,,. 

la  forme  multilinéaire  alternée  est  la  somme  de  termes  tels  que 

?/,  11=1  II;; 

''l  '':>         '"3 

tr,      »'..      (ï'î 


auquel  on  fait  correspondre  le  monôme  extérieur 

et  à  la  forme  multilinéaire  alternée,  on  fait  correspondre  une  forme 
cubique  extéi'ieure  <I>.  Cetle  forme  cubique  extèrieuie  est  covaiiante 
iibsolae  à  la  forme  triliiièaire  alternée  :  si  l'on  edéctue  sur  les  trois 
séries  de  variables  la  même  transformation  linéaire,  on  obtient  une 
nouvelle  forme  trilinéaire  alternée  à  lacjuelle  correspond  la  forme 
cubique  extérieure  obtenue  en  développant  dans  *I>  cliaque  produit 
extérieur  partiel  en  fonction  des  nouvelles  variables.  Cette  propriété 
de  covariance  des  deux  formes  est  fondamentale;  elle  est  générale. 
La  dérivée  partielle  d'un  monôme  A.[uii( jKk  •  •  •  Hi]  par  rapport 
à  Ui  est  le  monôme  h.[ujUk  •  •  .  Ht]  ;  la  dérivée  par  rapport  à  u ,  du 
premier  monôme  est  — A.\u.iiii^  ...  ui],  etc.  La  dérivée  partielle 
d'une  forme  extérieure  |)ar  rapport  à  iii  est  égale  à  la  somme  des 
dérivées  partielles  de  ses  termes  [)ar  rapport  à  //,.  On  délinil  ensuite 
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les  dérivées  partielles  secondes,  ete.  qui  sont  nécessairement  prises 
par  rapport  à  des  variables  toutes  différentes.  On  a,  par  exemple, 


2.  Rang-  d'une  forme  extérieure  [9].  —  C'est  le  nombre  minimum 
de  variables  au  moyen  desquelles,  par  une  substitution  linéaire  con- 
venable, il  est  possible  d'exprimer  cette  forme. 

Soit  une  forme  F  de  degré />;  le  système  des  équations  obtenues 
en  annulant  toutes  les  dérivées  partielles  de  F  d'ordre  p  —  i  est 
covariant  à  la  forme  F  par  rapport  à  toute  substitution  linéaire 
effectuée  sur  les  u.  Le  nombre  des  èquatiotis  indépendantes  de  ce 
système  est  égal  au  rang  de  la  forme  :  le  nombre  p  de  ces  équa- 
tions indépendantes  est  au  plus  égal  au  rang  /•,  lui-même  au  plus  égal 
à  n;  par  un  changement  convenal)le  de  variables,  on  peut  supposer 
que  ces  équations  soient 
(7)  Uy  —  o.  Un=(i.  ....  iip=o         (o^r); 

alors  la  forme  ne  dépend  pas  de  Mp+i,  .  .  .,  u,,^  car  elle  ne  peut,  par 
exemple,    contenir    un    terme     où    figurent    ^/p^,     et    j)  —  i    autres 
variables  n;  par  consé(|uent  /'Sp,  donc  /■  =  p. 
Le  système  (7)  est  le  système  associé  à  F. 

Remarcjue.  —  Le  rang  d'une  forme  linéaire  non  nulle  est  évidem- 
ment égal  à  i  et  le  système  associé  à  la  forme  s'obtient  en  l'égalant 
à  zéro. 

Considérons  par  exemple  une  forme  quadrati(jue  extérieure  : 

Son  rang  est  nécessairement  pair  :  cela  résulte  de  ce  qu'on  peut  lui 
donner,  par  un  changement  de  variables  convenablement  choisi,  la 
forme  réduite 

F  =  [i:,U,]-[U3U,]-i  ...--[U,,_iU,..]        (.>5^;0; 

pour  le  montrer,  on  procède  par  récurrence  en  s'appuyant  sur  ce  tait 
que,  si  «12  j^  o,  la  forme 

,.  1  r<^F  ôv^ 
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ne  contient  plus  les  variables  «,,  Uo.  Le  système  associé  à  F  se  com- 
pose des  équations 

Ui  =  o^         U,=  o U,,=  o. 

Il  résulte  alors  d'une  des  relations  (  5)  que  le  rang  de  F  est  le  double 
du  plus  grand  exposant  tel  que  [F*]  ne  soit  pas  nul. 

Quand  on  établit  dans  F  une  relation  linéaire  entre  les  variables  m, 
son  rang  s'abaisse  de  o  ou  de  2  unités  suivant  que  le  premier  membre 
de  cette  relation  est  indépendant  de  U,,  U2,  .  .  .,  U^y  ou  non.  Si  les 
variables  sont  liées  par  les  h  relations  linéaires  distinctes 

/l  =  «•  ./2=0 .A  =  O. 

le  rang  2 s'  de  la  forme  F,  déduite  ainsi  de  F  est  le  double  du  ])lus 
grand  exposant  tel  que 

(jui  lui  est  égal,  ne  soit  pas  nul. 

D'ailleurs  25'^  25  —  2/1  et  l'égalité  a  lieu  sous  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  que 

(8)  [F.^-/'+'/,./;...,.A]  =  o. 

De    quelque    façon    (jue    l'on    choisisse   /t'(/i'<<  h)   fonctions    parmi 
/'i ,  .  .  . ,  /^,  l'égalité  précédente  entraîne 

en  particulier 

[FV,]  =  o       ■(/=!.  2 A); 

l'équation  symbolique  (9),  où /est  une  forme  linéaire 

(9)  |FV]  =  o 

constitue  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y  s'exprime 
au  moyen  de  U,,  .  .  ,,  Uat- 

En  particulier  aussi,  l'égalité  (8)  entraîne 

Nous  allons  montrer  (|ue  si  l'on  suppose   n  =  2. y  et  ([ue   h   formes 
linéairesy'i,  .  .  .,/"/,  satisfont  à  (8),  f'é(jualioii  symbollipie  (10),  où  / 
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est  une  forme  linéaire  inconnue 

(10)  [  F^-Vi/s  •••//'/]  =  0         (A  +  i<*), 

est  équivalente  au  système  d'écjuations 

(n)  [  l'-*-' A/']  -  "         {i=i,2,  ...,  h). 

En  effet,  l'équation  (lo)  admet,  avec  les  notations  précédentes,  2s  —  h 
solutions  distinctes  :/,,..., /^  et  les  2  {s  —  h)  variables  de  réduc- 
tion de  F,  ;  le  système  d'équations  linéaires  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de/,  par  (juoi  elle  peut  être  renij)lacée,  comprend  par  consé- 
(juent  2.y  — (ay  —  // )  =  A  équations  distinctes.  D'autre  part,  l'équa- 
tion (i  i)  admet  loutes  les  solutions  de  (10),  d'après  ce  qui  a  été  dit 
([uelques  lignes  pins  luuil;  elle  n'admet  pas  d'autres  solutions,  car 
elle  est  équivalente  à  h  équations  linéaires  distinctes  :  on  le  voit  en 
constatant  que,  dans  le  cas  contraire,  la  relation 

[F>-i(À,/i-...-^/-/,//,\/']  =  0, 

où  les  1  seraient  des  paramétres  à  déterminer,  devrait  être  véritiée 
quel  que  soit  /";  donc  qu'on  devrait  avoir 

[  F-^- 1  (  X I  J\  — ...  —  À/,  fu  I  ]  =  o  ; 
ce  qui  exigerait  que 

et  serait  en  contradiction  avec  l'indépendance  de/,,   .  .  .  ,  //,. 

)\.  Les  formes  différentielles  extérieures  et  la  dérivation  exté- 
rieure. —  Les  expressions  (pii  ligurent  sous  le  signe  d'intégrale  mul- 
tiple d'ordre  y>  à  n  variables  peuvent  être  représentées  symbolique- 
ment par  des  formes  extérieures  de  degré  p  ([ui  leur  sont  covariantes 
par  rapport  à  tout  (diangement  de  variables,  et  où  les  différentielles 
jouent  le  rôle  des  quantités  a  des  précédents  numéros  (^1);  on 
obtient  ainsi  les  formes  différentielles  extérieures  [9]  ('  ). 

L'application  du  tiiéorèmede  Stokes  généralisé  à  rintégrale/>-uple 


(')  On  peut  aussi  interpréter  une  forme  dilTérenlielle  extérieure  comme  repré- 
sentant un  champ  de  tenseurs  antisymétriques  [iO'];  la  dérivation  extérieure  et 
sa  propriété  de  covariance  par  rapport  à  la  forme  (liirércnlielie  extérieure  résultent 
de  la  notion  (|ni  généralise  celle  de  rotationnel. 


permet  en  général  de  déduire  de  la  forme  différentielle  extérieure  o) 
de  degré  p  une  forme  différentielle  extérieure  co'  de  degré  p  +  \\ 
l'opération  ainsi  définie  a  été  appelée  par  M.  Cartan  rlèrivation  extr- 
rieure.  Posons 

o  =^  Aa,  a, ...  a„(  •■''i  ■''■i '' „  )  [  '''■'^a,  '/••'"a,  •  •  •  <l-''y.^,  \ 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  d'indices  p 
à  p:  il  vient  alors 

« 

Nous  admettons  ainsi,  et  nous  l'admettrons  par  la  suite,  que  leè  coef- 
ficients A  sont  des  fonctions  continues  qui  admettent  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  mais  cela  n'est  pas  nécessaiie  pour 
l'existence  de  la  forme  dérivée  extérieure  [9].  La  formule  définitive  a 
deux  formes  suivant  que  p  est  pair  ou  impair  : 

w'=^  Cla,a„...  7.^,  a,,    ,['/'y., 'f'' y.,  ■  ■  ■  'f'^x,,    ,]■ 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  d'indices  p  -\-  i 
à  y>  +  I ,  et  si  />  est  pair 

C'A3ti...a,,  V- V  a.^ . . .  a,,  a^,  .  1  «Aa^^^^ai . ..  a^-, 

si  p  est  impair, 


les  signes  +  et  —  alternant  {cf.  Bulil  [()]  et  De  Donder  [17]  ). 

Si  m  est  un  coefficient,  fonction  de  X\,  x-^.  ....  x,,  et  co  une  forme 
différentielle  extérieure, 

(in  (■}  r  ^^  I  (lin  .'■)  I     -  m  <•>'. 

Si  ',)  et  m  sont  deux  formes  différentielles  extérieures  quelconques, 

[  WTO  ]'  =  [  (o'  777  ]  dr  [  (ottt'  ] . 

le  signe  -f-  et  le  signe    —  se  rapportant  rcspectivenienl  aux  cas  où  c) 
est  de  degré  pair  ou  impair. 

La  forme  dérivée  extérieure  est  covarianle  à  la  forme  donnée  par 
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rapport  à  tout  cliangemcnt  de  varuibles  elTecLué  sur  les  x;  cela  tient 
à  la  signification  invariante  de  la  formule  de  Stokes  généralisée,  qui 
est  susce|>tible  de  recevoir  une  expression  indépendante  du  choix  des 
variables. 

4.  Les  formes  extérieures  difiérentielles  exactes.  —  La  dérivée  de 
la  dérivée  '»>'  d'une  forme  difiérentielle  extéiieure  quelconque  oj  est 
identiquement  nulle;  réciproquement,  si  la  dérivée  d'une  forme 
différentielle  extérieure  cj  est  nulle,  la  forme  cr  peut  être  regardée 
comme  la  dérivée  d'une  forme  o)  dont  le  degré  est  inférieur  d'une 
unité  à  celui  de  m. 

l*our  démontrer  la  première  partie  de  cette  proposition,  il  suftit  de 
le  faire  sur  un  uionome  A[flf.r|,  .  .  .,  dXp\;  or  si  A  ne  dépend  que 
de  X\,  .r-2^  ....  Xp,  [^/Ac/j?,,  .  .  .,  dxp\  est  nul,  donc  sa  dérivée  aussi; 
si  A  ne  s'exprime  pas  avec  .Ti,  .  .  .,  Xp  seuls,  par  un  changement  de 
variables  on  peut  s'arrangei'  pour  qu'il  soit  égal  à  Xp_^,i  et  la  vérifica- 
tion est  immédiate.  Pour  démontrer  la  réciproque,  le  procédé  le  plus 
rapide  [1)|  est  uu  procédé  de  récurrence  qui  s'apj)uie  sur  le  lemme 
suivant  : 

Si  la  dérnée  iT une  forme  «  est  nulle,  et  si  cette  forme  ne  con- 
tient pas  la  di (férentielle  dx„,  ses  coefficients  sont  tous  indépen- 
dants de  x,i. 

On  peut  donner  aussi  une  démonstration  directe  analogue  à  la 
démonstration  classique  du  cas  des  intégrales  curvilignes  [24  j. 

Cas  d'une  forme  de  Pfa//'.  —  Pour  une  forme  linéaire  de  diffé 
rentielles  ou  forme  de  Pfad 

(■')  =  ^  ((/(  .ff  .  .  .  .r,i)dxi, 

la  dérhée  extéiieure  est  la  lorme  différentielle  quadratique  extérieure 
qui  corres[)ond  à  la  forme  blllnéaire  alternée  de  différentielles  qu'on 
appelle  le  co^'urianl  hilinéiiire  (i20|  Idaidxi —  doidxi  : 


^['/"i  '/.'■,]  =2  «,/['/.'■,  'hj 
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en  posant 
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la  sommation  étant  étendue  aux  conil^inaisons  des  /i  indices  deux  à 
deux. 

Pour  les  formes  de  Pfaff,  M.  Cartan  |7|  a  introduit  en  outre  la 
notion  de  formes  différentielles  extérieures  dérivées  successives  de  la 
forme  donnée  oj;  ce  sont  des  formes  covarianles  à  co.  de  degré  crois- 
sant, dont  la  première  est  oj'  et  dont  les  suivantes  :  w",  o)",  .... 
o)f'-'"-'\  oj'-"'\  .  .  . ,  sont  définies  par  les  relations 

tu"  =  [  coo/  ],             (.<)'"  =-[(./-].               .... 
Oj(2m-l)_    _     [  to'"'l.  (0l-"')=    — -Twoj'"'] 

ml  ml 

Les  coefficients  de  ces  formes  ne   sont  autres  que  les  agrégats  de 
Pfaff  [-28]  et  l'on  a,  avec  les  notations  de  Jacobi, 

oi^'^i^o,  i)ti.i„      (./= 2^ ( ?\ y )[</./■/ Y/./7]. 

a)(2'»i  =:  V   (O,    /)  ,/.,...,    /o/zi  +  l  ,)  [  <l'i,  ■  ■  ■    <^li'i,„.  :  ,  ] 


avec 


(o.   /)    =   Gj,    ii.j)   =:   Ctij-, 

le  signe  ]S  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  possibles  des  ji  indices; 

(ù,    ....    i.,n,  )  =    7^  2  -  (  '1  ■    '2  ,'    •  •  ■    '  '-^'«-l  'i'"  ' 
■1  m 

= 2j' *' '' '  '■' ' '  '''+^  ■  •  •  '-'"  '2 •  •  •  '''  '  *' 

(o,    ?i i->,n^  =^'''/v<  ''v4-t   ■  • 

On  pourra  comparer  (Jrassmann  [-<»|. 
E.iemp]es  : 


hiii  +  ]  '1  •••'■/  -I 


l" 


CO  =  />|   c/.'/'i     i     />2  '/•/■•i    t     .  .  .         /'/,  'ff'ii, 
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le  nombre  des  variables  est  ici  2/?  : 

o/  =:  [  c/pi  f/.r,  ]  -r-  \  dp-,  f/.r,  [  —  .  .  .  -r-  [  <!p„  (l.rn  ], 

<oi'="-î>  = — -  r  oj  (o'«-i  1 

(n  —  1  )  ! 
=  P\V<l-^'\  'IP"-  <f''-2  ■  ■  ■  <lpn  "''•/)]  +  Pl['lp\   'l'\  'l'i  .  ■  ■    dpn  dXn\   -r- .        , 

,,j(!"-l)  ^  Liil^  ^  S^dp,  dxy  dp.  d.r.,  .  .  .  dp,,  d.r„  ]. 

.oi(=")       =  o. 

2°  W    :=  (^/3  />i  t/^i p-i  llx j, .  .  . p,i  dr„. 

m'  ^  [  d.r,  dpi  ]  -^  [  dx.  dp,  ]--...—  [  d.r„  dp,,  ]. 
^Yd.r.dp,...  d.r„dp„\ 


n\ 


(0(2'0       =  Li^i^]  ^  [,/-  ,/,.^  ,j^,^  7,.^^  ,/^,^^ 


n 


5.  Classe  d'une  forme  différentielle  extérieure  [7].  —  C'ebl  le 
nombre  minimum  de  variables  au  moyen  desquelles  on  peut  exprimer 
cette  forme.  Désignons  la  forme  par  w,  soient  c  ce  nombre  et  )'i, 
y.i^  .  .  . ,  ye  un  tel  système  de  variables,  tandis  que  nous  appelons 
x^,  x->,  ...,x,i,  comme  précédemment,  les  variables  qui  figurent 
dans  oj.  Les  y  sont  c  fonctions  indépendantes  de  ^,,  x.,,  .  .  . ,  Xn 
qu'on  appelle  «  variables  caractéristiques  o  ;  elles  sont  fournies  par 
l'intégration  d'un  système  d'écjuations  de  Pfaffile  système  caracté- 
ristique [9,  124J.  On  forme  celui-ci  en  adjoignant  au  système 
associé  à  oj  le  système  associé  à  o)';  il  est  complètement  inlégrahle 
et  la  classe  en  est  le  nombre  des  équations  indépendantes.  On  le 
démontre  ainsi  :  si  oj  s'exprime  au  moven  de  )'|,  y-2i  •  .  -,  ]'c  et  de 
leurs  différentielles,  il  en  est  de  même  de  c/ ;  le  système  associé 
à  OJ  et  oj'  doit  donc  être  une  conséquence  de 

dyy  =  o.         dy-i  =  o,  ....  d}\.  =  o. 

Réciproquement^  si  le  système  associé  est  conséquence  de 
dy\  =  o,  .  .  .,  aj',.,=  o,  oj  peut  s'exprimer,  quant  aux  différentielles, 
au  moyen  de  <:/)|,  <:/}  25  •••5  f()',  ;  d'autre  part,  ses  coefficients  ne 
peuvent  contenir  des  variables  indépendantes  de  y,,  y^,  ....  ) ,', 
sans  cela  oj'  ne  pourrait  s'exprimer  au  movea  de  (/it ^)\.'  seule- 
ment. Si  donc  le  système  associé  à  ot  et  oj'   comprend  n  ou   n  —  i 
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équations  indépendanles,  la  forme  w  est  de  classe  ;/  ou  n  —  i  respec- 
tivement; dans  le  premier  cas,  x^^  .  .  . ,  Xn  sont  des  variables  caracté- 
ristiques; dans  le  deuxième,  le  système  caractéristique  est  un  système 
de  n  —  I  équations  différentielles  ordinaires. 

Si  le  système  associé  comprend  n  —  i  —  q  équations  indépendantes, 
adjoignons-lui  q  équations  de  Pfalf  qui  forment  avec  lui  un  système 
de  n  —  I  équations  Indépendantes,  dont  rj,,  .  .  . ,  ry„_,  sont  un 
système  d'intégrales  premières;  le  système  associé  à  w  et  oj'  est  une 
conséquence  de  chu  =0,  .  .  . ,  drin-t  =  ^>',  '^^  peut  s'exprimer  au  moyen 
de  75),  r;2,  .  .  . ,  rin_i  seuliunent  en  une  forme  cj,  ;  et  le  système  associé 
à  oj  et  0/  leur  étant  covariant  par  rapport  à  tout  changement  de 
variables,  le  système  associé  à  wi  et  (,)\  possède  encore  n  —  i  —  q 
équations  indépendantes;  on  continuera  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 
une  forme  à  n  —  q  variables,  qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut, 
est  de  classe  c  =  Ji  — q  —  1 . 

Lorsque  w  est  une  dérivée  exacte,  son  système  caractéristique  se 
confond  avec  son  système  associé. 

Dans  le  cas  d'une  expression  de  PfalF,  oj,  le  système  caractéristique 
comprend  les  équations  qui  sont  indépendantes  parmi  oj .— -  o  et  les 
équations  du  système  associé  à  0/.  Si  25  est  le  rang  (toujours  pair) 
de  (.)',  on  peut  toujours  trouver  us  formes  de  PfatT  indépendantes 
telles  que 

le  système  associé  à  0/  est 

I  r>  1  TîT,  =  ().  rrr-)  =0.  ....  nj^,,.  =  o. 

D^ux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  00  =  t)  est  distincte  des 
é(|uations  (12)  ou  non;  dans  le  premier  la  classe  de  w  est  25 -f-  i  et 
dans  le  deuxième  la  classe  de  oj  est  a.v.  La  classe  est.  toujours  l'ordre 
de  la  première  dérivée  qui  s  annule  [cf.  Grassmann  [26,  n"  511]); 
puiscjue 

co(2*-+i|  =--    ~  {  OJ^+l  ].  oj(=-')  =  -^  [(0  (.)'*■  ] 

on  a 

Lorsque  r  :=  i ,  ro  est  une  dillérentielle  totale  exacte,  au  sens  habituel. 

Dans  tous  les  cas,  oj'*^'    '^  est,  à  un   facteur  indépendant  des  difï'é- 

reulielles  près,  (';gal  au  produit  extérieur  des  premiers  meinbres  dos 
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équations  du  système  caracléristi([ue,  c'esl-à-dire  à  [djidjoj  ••-■ 
chc]  ;  1  équation  symbolique 

[(.V'-"r//']  =  o. 

OÙ  y  est  une  tonction  inconnue  de  J^, Xn,  conduit  à  un  sys- 
tème if  de  n  —  c  équations  linéaires  homogènes  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  pour  /"  (|ui  exprime  que  celte  fonction  ne 
dépend  que  de  )', ,  »:>,  •  •  •  >  ),  ;  c'est  donc  un  système  complet;  il  est 
corrélatif  au  système  caractéristitjue  de  gj  ;  i,  est  le  premier  système 
adjoint  à  oj  :  si  x^  =  Vi,  .  .  .,  Xc=yc-  — i  comprend 


à/  <V' 


De  même 


conduit  à  un  système  io  d'équations  linéaires  homogènes  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  pour/;  il  contient  toutes  les  équa- 
tions de  i,  plus  une  qui  corresj)ond  à  l'annulation  du  coefticient 
de  [c()',  ....  dyc]\  c'est  donc  un  système  complet  cjui  admet  c  —  i 
intégrales  de  i, . 

Soient  yji  une  de  ces  inlégrale>et  ',i^  ce  (pic  devient  w  quand  on  v 
fait  Yî,  ;=  const.  et  dn^  =  o  ;  oj,  est  de  classe  <■  —  2  ou  c  —  i;  or  la 
relation 

[cot-^—^v/r,,]  =  o 

entraîne 

["-•r  ■  'i'f>\  1  =  '»• 

c'est-à-dire,  puisque  ri,  joue  dans  w,  le  rôle  de  |)araniètre,  '-o,'!;,  ;  wi  est 
de  classe  c  — ^2;  on  exprime  ce  fait  en  disant  (|ue  Oi  est  de  rang  deux 
par  rapport  à  r^;  c'est  une  propriété  commune  à  toutes  les  intégrales 
de  2.0  fpi  on  appelle  le  deuxième  système  adjoint  à  oj. 

G.  Groupes  conjugués  et  semi-conjug'ués.  —  D'une  façon  générale 
nous  dirons  avec  .AJ.  Goursat  [24J  que  les  cj  fonctions  distinctes 
/i  !  725  •  •  •  5  ./v  àe  Xy,  X2-i  .  .  .  .  .  x,i  [q  <i  n)  forment  un  groupe  de 
rang  /•  par  rapj)ort  à  la  foi-me  de  l*faH'',>  si  les  relations 

J\  =  «  1  •  J'i  ^  (ti ./</  =^  rty. 

<IJ\  =  o.  df\  =  <i.  ....  (lf,i  =  o. 
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OÙ  les  a  sont  des  constantes  ('  )  quelconques,  abaissent  la  classe  de  &.> 
de  r  unités;  naturellement  /"^ac/.  Soit  w,  la  nouvelle  forme;  sa 
classe  est  c  —  r\  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est  que  le  produit  extérieur 

soit  nul,  tandis  que 

où  i  <^  c  —  r,  est  différent  de  zéro:  cela  tient  à  ce  que  or,'  — co^'^ 
(?<c  —  /•)  s'annide  avec  d/\,  .  .  .,  df,/.  Le  groupe  des  q  fonctions 
est  conjugué  par  rapport  à  oo  s'il  est  de  rang  iq^iq'^c);  il  est  semi- 
conjuguè  s'il  est  de  rang  2^  —  i . 

Lorsque  c  est  égal  à  -ip  ou  ayj»  +  i ,  il  n'existe  pas  de  groupe  con- 
jugué de  plus  de />  fonctions;  la  connaissance  d'un  groupe  con- 
jugué de  p  fondions  permet  de  ramener^  par  un  changenwnt  de 
variables^  o)  à  une  forme  canonique^  sans  quadrature  si  c  =  ayj, 
avec  une  quadrai ure  si  c  ^=^  ■>. p  -\-  i . 

Il  suffit  pour  s'en  rendre  compte  de  prendre  comme  nouvelles 
variables  jKi  ,}'<j,  .  .  .  ^  fp  ces  fonctions  y,,  .  .  . ,  fp.  les  autres  variables 
devenant  j'p,,., ,  ...,)„. 

Si  c  =  2p,  la  nouvelle  forme  ne  peut  contenir  d'autres  différen- 
tielles que  <i}'i,  .  .  .,  dvp  et,  comme  elle  est  de  classe  2p.  on  peut 
l'écrire 

Z\,   .  .  . ,  z p)  y ^,   .  .  . ,  ]p  étant  ip  variables  indépendantes. 
Si  c  =  2//  -h  I ,  la  forme  s'écrit 

(  H I  <l\-\  -f- .  .  .  ^-  B/,  dy,,  )  -^  (  V>,,+i  dvp+x  ^  .  .  .  -^  H„  dVn  ) 

et  le  deuxième  groupe  de  termes  doit  représenter  une  forme  de 
classe  I,  c'est-à-dire  une  différentielle  totale  exacte,  quand  on  j 
considère  f\^  ...^fp  comme  des  constantes:  au  moyen  d'une  qua- 
drature, on  amène  donc  w  à  la  forme 

dr,        ô,  r(Ki  — .  .  .  ~  z^  dy ,,. 
7;,  r)|,   .  .  . ,  y p\  z<^^   .  .  .  ^  Zp  étant  2/)  -+- 1  variables  indépendantes. 

(')  Il  est  bien  cntcnriu  que  nous  supposons  que  les/  sont  défniies,  continues  el 
différentialjlcs  dans  un  domaine  (d)  conlenu  dans  celui  où  les  coefficients  de  o) 
jouissent  de  cette  propriété,  et  que  d'autre  part  on  ne  donne  aux  a  que  des  valeurs 
que  les  fonctions/  sont  susceptibles  de  prendre  dans  (d). 
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7.  Équations  de  PfaflE  et  équations  différentielles  extérieures.  — 
Soit  une  forme  différentielle  extérieure  co  de  degré  p  à  n  variables 
a;,,  .  .  .,  a;„;  toute  multiplicité  M,  à  /•  dimensions  {p^r<^  n)  telle 
que  l'intégrale  y>-uple  /  oj  étendue  à  une  variété  quelconque  faisant 
partie  de  M,,  soit  nulle,  est  dite  multiplicité  intégrale  de  l'équation 
(i3)  (0  =  0        [54]. 

Cette  définition  comprend  le  cas  où  oj  est  linéaire,  c'est-à-dire  le  cas 
d'une  équation  de  Pfaff. 

Les  définitions  de  classe,  variables  caractéristiques,  système  carac- 
téristique s'étendent  sans  peine  à  une  équation  (i3);  nous  nous  limi- 
terons au  cas  d'une  équation  de  Pfaff, 

Le  système  caractéristique  de  V ('([aatioii  de  Pfaff  {1"^)  est  Le 
système  associé  aux  formes  ',\  et  [o)oV]  :  on  le  voit  simplement  en 
réduisant  oj  à  une  forme  canonique. 

La  classe  de  l'équation  de  Pfatr  est  toujours  un  nombre  impair  : 
si  ',)  est  de  classe  2/>,  l'équation  est  de  classe  ip  —  i,  si  «  est  de 
classe  .ip-\-i,  lécjuation  est  aussi  de  classe  2/j  +  i  ;  la  classe  de 
l'équation  est  donc  égale  au  degré  de  la  forme  dérivée  de  oj,  non 
nulle  et  d'ordre  pair  le  plus  élevé. 

La  connaissance  d'un  groupe  de  p  fonctions  conjuguées  par 
rapport  à  ',)  si  la  classe  de  oj  est  ip  ou  d'un  groupe  de  p  fonctions 
semi-conjuguées,  si  la  classe  de  o)  est  2/>  —  i  permet  de  ramener 
l'équation  (i3)  à  une  forme  canonique.  Dans  les  deux  cas  nous  dirons 
que  les  p  fonctions  forment  un  groupe  conjugué  relativement  à  l'équa- 
tion (1  3). 

8.  Détermination  d'un  groupe  conjugué  ou  semi-conjugué.  — 
D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  q  fonctions  distinctes  /', ,  /.j,  .  .  . ,  fq  forment  un  groupe 
conjugué  relativement  à  la  forme  d(;  Pfaff  ^o  de  classe  c  est 

[or ■■-'!'  <IJ\  ...  <lf,,]^  o. 

On  désigne  sous  le  nom  de  <(  fonction  appartenant  au  groupe  »  toute 

fonction  des  varial)les  ./•, .....  .r„  qui  s'expriuie  au  moyen  dey, /g. 

•   Si  (/  fonctions  distinctes  /', fç  forment  un  groupe  conjugué, 

il  est  clair  que  /•  fonctions  distinctes  (r'^g)  appartenant  à  ce 
groupe  forment  un  groupe  conjugué:  en  particulier,  chaque  tonclion 


appartenant  au  groupe  est  de  rang  \i  par  rapport  à  oj,  c'esl-à-dirc  est 
une  intégrale  de  ^2  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  /•  fonctions 
distinctes  de  i*ang  2  ne  forment  pas  nccessairement  un  groupe  con- 

Une  condition  nécessaire  pour  que  q  fonctions  distinctes  y, ,  .  .  .,y^ 
forment  un  groupe  semi-eonjugué  esl 

cette  condition  étant  remplie,  le  groupe  est  conjugué  ou  semi- 
conjugué  et  r  fonctions  distinctes  du  groupe  forment  un  groupe 
conjugué  ou  semi-conjugué  :  en  particulier,  chaque  fonction  du 
groupe  est  au  moins  de  rang  i,  c'est-à-dire  est  une  intégrale  de  i,. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  connaît  un  groupe  conjugué 
de  q  fonctions/, ,  /a,  ....  J',p  pour  déterminer  un  groupe  de  ^  +  1 
fonctions  dont  il  fasse  partie,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  trouver 
une  fonction/  distincte  de  /', .  /...  ....  fg.  telle  (|ue 

(141  [wi'-^'/-  -'.//■,  ...  ,lj,i,lf]^u. 

Cette  équation  exprime  que /est  de  rang  2  par  rapport  à  w,  et  que 
cette  fonction  satisfait  par  coii>(''queut  au  système  complet  de  ^/  -t-  i 
équations,  l.],,  deuxième  adjoint  à  w,. 

Or  Véquation  symbolique  {\\)est  è<iuWalente  au  système  (i.5)  : 

(ij)     [to''-2),//]=o,  [ojC-'')^//',  .//■]- o [c.y    sW//^r//]  =  o. 

En  effet,  d'abord  (§0)  toutes  les  solutions  de  (i4)  sont  solutions 
de  (i5);  comme  ce  dernier  système  est  équivalent  à  un  système 
de  ^  _j_  1  équations  linéaires  homogènes  aux:  dérivées  partielles  pour  / 
il  suffit  de  montrer  que  ces  équations  sont  distinctes.  D'ailleurs,  si  c 
est  pair  l'équivalence  de  (i4  )  et  (i5)  résulte  de  l'équivalence  de  (10) 
et  (1 1)  qui  a  été  démontrée  plus  haut;  en  reprenant  comme  il  faut  le 
raisonnement  fait  à  cet  endroit,  on  a  une  démonstration  générale  : 
[24]  les  q  dernières  équations  (i5)  sont  distinctes,  autrement,  les  X 
<'tant  convenablement  choisis,  on  aurait 

quelle  (jue-soit/;  donc  on  aurait 
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si  c  est  pair,  on  retrouverait 

À  i  dj\  -J- ...  -h  À,/  dt\  =  o, 

(|ui  est  impossible  par  suite  de  l'indépendance  de /,,  .  .  . , /y  :  si  <■  esl 
impair,  il  faudrait  comme  on  s'en  assuie  en  considérant  par  exemple 
une  forme  canonicfue  de  (o  que 

(16)  Ài  dj\  —  .  .  .        /.,/  <lf,i  =  Àco. 

e.t  alors  '^  ■^erait  de  classe  au  plus  égale  à  iq,  ce  qui  est  impossible 
puisque  c  ^  nq. 

La  première   équation  (i5)  est  indépendante  des  suivantes,   sans 
quoi  0)^'"^'  serait  <''gal  à 

[co('-3i(À,.//--...--A,,.//;/)]. 

ce  qui  entraînerait  la  relation  (i6)  ([ui  e>t  impossible. 

Par  un  procédé   tout  semblable,    on   montrerait  réqui\alen(e   de 
l'équation  s>  mbolique 

et  du  système 

I  (0<'-  1  '  >lf  I  ^--r  O.  [  (o('-:"  <IJ\  <lf]  =  0 [  (.y    3   ,//:/  .//•]  =  o 

loisque  /i,  ... ,/,/  forment  un  groupe  semi-conjugué. 

On  déduit  des  considérations  précédentes  que  pour  déterminer  un 

groupe 

conjugué         ou  senH-roiijui;u('-. 

on  choisit  d'abord  une  fonction  /',  intégrale  de  ij  ou  ï,  : 

(ï,)     [i'y--U/f]  =  (>         ou         il,)     [o)"—'if(f]  =  o. 
puis  une  intégrale /o  distiiute  de /\  du  système 

[(.,''■    :*  (//]  =  o.  [w"-ï'  >/J\  <lf\  =  o 

OU 

[(.y--')  flf]  =  o.       [(o"--'  .//•,  ,if  I  =  o. 
puis  une  inlégraley.,  distincte  dey")  et  de  /a  du  système 

OU 

I  (..  ■      '    .//•]     -.  n.  [CV'-"  >/J\  df]  ^  O.  [0.--^^  df.,  dJ-\  ^  ., 

et  ainsi  de  suite. 
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Si  le  nombre  des  variables  est  égal  à  la  classe,  on  peut  supprimer 
partout,  pour  la  détermination  d'un  groupe  semi-conjugué,  l'équation 

[co'-i)f//]  =  o 

et  prendre  pour/,  une  fonction  arbitraire  des  variables. 

Gomme  la  réduction  d'une  expression  ou  d'une  équation  de  Pfaff  à 
une  forme  canonique  revient  à  la  détermination  d'un  groupe  con- 
jugué ou  d'un  groupe  semi-conjugué  par  rapport  à  une  expression 
de  PfafT,  il  en  résulte  que  le  théorème  précédent  donne  une  méthode 
de  réduction.  Cette  méthode  est  due  dans  toute  sa  généralité  à 
M.  Cartau  [7].  Elle  avait  été  indiquée  par  Clebsch  [13]  dans  le  cas 
d'une  forme  où  le  nombre  des  variables  est  égal  à  la  classe,  celle-ci 
étant  un  nombre  pair. 

Observons  que  si  l'on  appelle  opération  d'ordre  r  l'opération  qui 
consiste  à  trouver  une  intégrale  première  d'un  système  de  /■  équations 
difFérentiellcs  à  /• -h  i  variables,  la  recherche  d'un  groupe  conjugué 
de  q  fonctions  relativement  à  une  forme  à  n  variables  nécessite 
q  opérations  respectivement  d'ordre 

/;  —  I ,      n  —  'i //  — ■>.  ry  -t-  I  . 

La  détermination  d'un  groupe  semi-conjugué  dans  les  mêmes  condi- 
tions nécessite  q  opérations  respectivement  d'ordre 

n.      n  —  ■>. //J —  iq    - ->  ;- 

dans  le  cas  où  la  classe  de  la  forme  est  n,  la  première  opération, 
d'ordre  /*,  peut  être  supprimée  puisqu'on  peut  choisir  arbitrairement 
la  fonction /i . 

On  démontre  relativement  à  la  détermination  d'un  groupe  conjugué 
par  rapport  h  l'équation  co  =:  o  la  proposition  suivante  [24]  : 

<(  La  forme  w  étant  de  classe  ip  ou  :>.i)  —  i  et  ses  coefficients  étant 
holomorphes  dans  le  voisinage  d'un  point  {x\,  ...^x^),  on  peut 
trouver  un  groupe  conjugué  par  rapport  à  oj  =;  o  comprenant/;  fonc- 
tions qui  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point  {x^^.  .  .  . ,  x^) 
et  qui  se  réduisent  à  a?,,  .  .  . ,  Xp  respectivement  lorsqu'on  y  fait 

■tp  +  \  —  •'i)v\^  ■■■•  '/i—'^n- 

9.  Nous  allons  maintenani  donner  le  développement  des  équations 
symboliques    considérées,    en    supposant    ([ue    les   fonctions  /  sont 


A    à.ii.., 
à/ 
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exprimées  au  mojeu  d'un  système  de  variables  caraclérisliques  de  w. 
Lorsque  c  esl  pair  et,  égal  à  liy,  et  par  conséquent 

toi'-"-'    =    ;   [cOto'",'^!  1. 

(  Y  —  I  )  !  '- 

on  pose 

y[o)o/ï-u//']  =  ;/|  [to'T]. 

Lorsque  r  est  impair  et  que  c  =  2/  +  i  et  par  conséquent 

oj(<''— î>  =  —,  [oj'Tl. 

on  pose 

['•>'"'(/■]  =  ;/|[^'^^'^'^']- 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  /j'oit  de  rang  2  est 
donc  {f\  =  <)  et  l'on  a  respectivement  dans  les  deux  cas 

^ml     A 
1 

■>  y  + 1 

^     A,       à.rior+i 

^      1 

avec 

af2Y=^  (o.  /'i ''27-1), 

[3^2-,+,  =2  (7, /,,.) 

et 

A—ir\,i-2, ioy)    (c  =  2Y)       et        A,=(o,f| 'iy-h\)    (c  =  2  Y+ •)  <^§  "î-)- 

Si  aih  sont  les  coefficients  de  0/.  A  est  le  déterminant  total  des  ai/,-; 
A,  est  ce  déterminani  bordé  des  coi'fticients  de  'ô;  ces  deux  détermi- 
nants sont  différents  de  o  dans  Ihypothèse  où  nous  nous  sommes 
placés. 

Lorsque  c=  2y,  on  pose 

Y[co'ï-'  .//>.//■]  =  (/y, /)[co'ï], 

et  lorsque  c  =  2y  4-  f 

Y[(oo,'Y    ''//•;'//■]=., /y. /)[cooyT]. 

Dans  les  deux    cas,   les    parenllièses  sont  des    formes    bilinéaires 
alternées  pai-  rapport  aux  dérivées  partielles  des  fonctions/  ety^/. 
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On  fl  respectivemenl  dans  ces  deux  cas  : 


(//./•)  =2 


avec 


/„.,,/,., . ,  =^  (  «>.  /, /2Y-1  )• 


B 

Les  A)jj.  el  B>,j.  sont,  au  signe  près,  égaux  aux  mineui-s  do  ai^  dans  A 
etA|. 

De  la  définition  même  des  symboles  |  }  et  (  ),  il  résulte  qu'ils 
sont  covarianls  de  la  forme  oj  et  des  fonctions  qu'ils  impliquent  par 
rapport  à  tout  changement  de  varialjles. 

Cas  d'une  forme  réduite  :  , 

I"  0)  =  G,  r/>-i  ^ .  .  .  -f-  Zy  dy-^, 

àf  .    _     àf 


^•^''•'  '      ZJ  dzi  ôy;        ôy,  àzi, 
I 

C'est  la  parenthèse  de  Poisson.  On  vth-itie  sans  peine  les  relations 

((/  ,^),  h)  +  ((.^■.  A  ).  /)  -  (U, /),  ^-^  =  o. 

où  y,  o-,  /j»  soiii  trois  fonctions  de  ■/],  ...,  c^,  ;  démontrées  sur  une 
forme  réduite,  elles  s'appliquent  ù  une  forme  t[uelconque  de  classe 
|)aire; 

2"  (0  =  f/r^  —  ;,  c/)-|  — .  .  . —  -y  dy... 


Le  symbole  correspondant  à  la   parenthèse  du  cas  général  est  ici   l(^ 
croch(!t  tie  Jacobi,  au  signe  |)rès 

,rr,  V     (àft(àf  ôf\  àf  làj,  âfi 
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Il  taiil  rciiiai({U('r  que,  pour  (Ji>tiiigiu'r  du  symbole  du  produit  exté- 
rieur, nous  mettons  une  virgule  entre  //  et  y. 

On  démon! re  sur  la  forme  réduite  les  formules  suivantes,  qui  soni 
vraies  pour  une  forme  de  Pfaff  quelconque  de  classe  impaii'e  : 

Toutes  les  idf'utilés  que  nous  venons  de  signaler  relativement  aux 
accolades  et  parenthèses  relatives  à  trois  fonctions  sont  connue>  de 
longue  date  pour  les  formes  réduites  (Poisson,  Jacobi,  Majer). 


TRANSFORMATIONS    D  UNK    EXritKSSION    OL    D  UNE    EQUATION    DE    PFAFF. 

Lorsque  deux  expressions  de  l^fafT  sonI  de  la  même  classe  et  sont 
exprimées  chacune  au  moyen  de  variables  caractéristiques,  on  peut 
toujours  délinir  un  changement  de  variables  qui  permette  de  passer 
de  l'une  à  l'autre  :  il  suffit  pour  cela  de  ])asser  par  une  forme  cano- 
nique commune;  il  en  est  de  même  pour  deux  équations  de  PfaiT. 
Lorsque  les  deux  expressions  ou  les  deux  équations  ne  diffèrent  que 
par  le  nom  des  variables,  de  tels  changements  de  variables  définisseni 
une  transformation  d'une  expression  ou  d'une  équation  de  Pfaff  en 
elle-même;  nous  retrouvons  ainsi  le  point  de  vue  développé  dans 
linlroduction  el  l'objet  essentiel  de  ce!  exposé.  Nous  commencerons 
par  nous  occuper  du  cas  où  l'expression  ou  l'équation  de  Pfaff  sont 
réduites  à  une  forme  canonicjue,  ce  qui  nous  conduit  à  la  théorie 
classique  des  transformations  de  contact. 

10.    Transformations  de  contact.  Cas  généraL  —  Posons 

(O  =  (Iz  —  Ji\   (l.r  ^  — .  .  .  —  p,,  <f'„. 
il  =  r/Z  — I',  ./\,— .  ..—  P„./X„. 

Une  Iransformation  de  contact  est  définie  par  un  changement  des 
variables  x,  s,  p  en  X,  Z,  P  tel  que,  p  étant  une  fonction  non  identi- 
quement nulle  de  ces  variables,  on  ait 

(17)  12  =  pco. 
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Par  dérivation  extérieure  ou  déduit  de  (17) 

Q'=  pw'^-  [c/p.w]. 
p  !  Q(2/'-))  —  [  Û'/'  ]  =  p/'  [  (o7'  ]  -^ p  p/'-i  [•to'/'-'  f/p .  oj  I 

OU 

(.)12/J-1)  ^    p/'(,y2/'-l) p/'-l  [col2/'-2)   c/p]. 

De  même 

0(2/')  =     —,   r  0'/'  .  Q  1   zzz     ^--   r  to'/'  .  0)1   =    O/'  +  l  C0<2/'t. 

quel  que  soit  p^n. 
Par  conséquent, 

i2(  =  "-  =  )  =   p"         (Ol2"-2)^ 
Q(270  —    p/)+l  t,j(2"). 

Cette  dernière  relation  est  de  degré  (/i  +  i);   elle  donne   (deuxième 
exemple  du  paragraphe  4?) 

\,JZ  d\,  r/P,  .  .  .  d\„  dP„  ]  =  p"+i  [r/j  ^/J-,  dp,  .  .  .  d.r„  dp,,] 

ou 


D(c,  .r,,  ....  pn) 


^o. 


L'existence  de  la  relation  (17)  entraîne  donc  l'indépendance  des 
fonctions  X,  Z,  P  par  rapport  à  ji-^  s,  p. 

Soient  F  et  O  deux  fonctions  quelconques  de  X,  Z,  P,  et  y"  et  cp  ce 
qu'elles  deviennent  quand  on  y  remplace  les  grandes  lettres  par  leurs 
expressions  au  moyen  des  petites;  on  a 

[t2(2"-=)  d¥  c/*]  =  p''[(o(2"-2)  dfd^] 

et,  d'après  les  notations  précédenles, 

(•8)  p[F,  a>].v:=[/.  9],,. 

L'indice  X  rappelle  que  le  premier  crochet  est   pris,   I'   cl  <I>  étant 
fonctions  des  grandes  lettres. 

Considérons  maintenant  deux  formes  de  Pfaff,  S^,,  ii^,  aux 
variables  X,  Z,  P,  et  w,,  Wa  ce  cju'cUes  deviennent  quand  on^y  rem- 
place les  grandes  lettres  par  leurs  expressions  au  mojen  des  petites. 
On  définit  les  parenthèses  (i^,,  Q..^)  et  (o)|,  ojo)  par  les  relations 
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et  l'on  a  encore 

(i8')  p(Q,,  Q,)  =  (co,.  wo). 

Si  [/,  9]  =  G,  nous  dirons  que  les  deux  fondions  /  et  cp  sont  en 
involution;  si  (oj,,  0^2)  =  o,  nous  dirons  que  les  deux  formes  de 
Pfaflf  sont  conjuguées  {cf.  [19]),  ces  propriétés  se  conservent 
d'après  (18)  et  (18')  par  une  transformation  de  contact  quelconque.  Si 

M^—  À  I  c/^'i  -H .  .  .  -I-  X/,  dx,i  —  À '1  dz  -^  [J-l  <://>!  -f- ...  -I-  [J.,'j  dpn. 
0)0  =  Àf  dxf  -H .  .  .  -t-  X2  dx,,  -T-  A 2  dz  -!-  iJ-'f  c//)i  -1- .  .  .  —  [JL;,  dp,f 

0:1  a 


0J|  lOo      = 


)  =2  (i^'^'-  '*'''  ~-/^'^-')  — !-^l(^-?  ""  l^-i''''-'))- 


En  appliquant  la  relation  (18)  aux  fonctions  \,  Z,,  P  on  obtient  les 
relations  fondamentales  des  transformations  de  contact 

(19)  [Z,X,]  =  [X,-.  \,]  =  [X,.  P,]  =  [P,.  P/,]  =  o        (iT^k), 

(•io)  [Z.  l',]--sP,.         [P,.  X,]  =  p, 

où  les  grandes  lettres  sont  à  considérer  comme  fonctions  des  petites, 
les  crochets  étant  relatifs  à  o). 
De  plus,  de  la  relation 

on  déduit,  (juelle  que  soit  la  fonction  ¥ , 

[Q(2'<-i)  dV\  =  p"[ojC-!"-i'  df]  —  p"-i[oy:  =  "-2)  d_f  do'l 

et,  en  dévelop|)ant, 


En  j  remplaçant  F'  successivement  par  Z,  X/,  P,,  on 


a 


On  peut  énoncer  diverses  réciproques  : 

1°  Etant  données  («  -h  i)  fonctions  indépendantes  Z,  X|,  .  .  . ,  X,j, 
des  in  -\- \  variables  ,r,  5,  /),  satisfaisant  aux  relations 

(■il)  [Z,  X,]  =  o.         [X,,  X/J  =  o         (/.  A-  =  I,  •^..  ....  /?j. 
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il  existe  n -j- 1  autres  fonctions  p,   P,,  ...,  P„  des  mêmes  variables 
telles  que  l'on  ait  idenliquement 

{l-  )         cŒ  —  Pi  (/X|  — .  .  . —  I'„  /■/X„  r-  0  1  ,1z  —  />|  il.ix  — •  •  •  —  /'//  (l-rii^. 

Gela  résulte  de  ce  que  les  relations  (•ii)  signalent  en  général  un 
groupe  semi-conjugué  relalivement  à  03; 

2°  Si  les  2  /^  +  2  fonctions  Z,  X , ,  .  .  . ,  X„,  P, ,  .  .  . ,  P„,  p  des  2  /i  H-  i 
variables  z,  ^r,,  .  .  .,  Xn-,  p\i  ■  ■  ■  1  Pm  dont  aucune  n'est  identique- 
ment nulle,  satisfont  aux.  relations  (kj)  et  (20),  elles  donnent  lieu  à 
la  relation  (17); 

3°  Si  p  est  une  fonction  arbitrairement  choisie,  non  identiquement 
nulle,  des  2/1  +  1  variables  z,  j?,,  x^^  .  .  .,  x,,^  /^i,  .  .  .,  />„,  on  peut 
toujours  déterminer  27?  +  i  fonctions  Z,,  X,,  .  .  .,  X„,  P,,  .  .  .,  V,/ 
des  mêmes  variables  qui  vérifient  la  relation  (17). 

11  résulte  également  des  considérations  précédentes  que,  les  fonc- 
tions Z,  X|,  .  .  .,  X„  vérifiant  la  relation  (  17),  le  svstème  d'équations 
aux  dérivées  partielles  linéaires  en  y  (22) 

{■2:>.)      [Z,/]  =  o,  [\,,/]  =  o,  ....         [X,„,/]  =  o         (min) 

est  un  système  com])let  dont  2/1  —  m  intégrales  indépendantes  sont 

Z,     \, \„ 


•   //(-t-2  '    III ->-:<,  "1 


P  f>  P 

D'ailleurs,  le  système  (22)  est  un  système  complet  si  les  fonctions  Z, 
X|,   .  .  .  ,  X/;;  vérifient  les  relations  (19)  qui  les  concernent. 

I  I.  Transformations  en  x^  p.  —  C'est  le  cas  où  les  in  fonctions 
X  I,  .  .  . ,  X„,  P|,  .  .  . ,  P„  forment  à  elles  seules  un  groupe  conjugué 
par  rapport  à  oj  ;  cela  exige,  en  outre  des  relations  précédentes, 

c  est-à-dire,  d'après  un  calcul  fait  |)liis  haut  (J;  ')), 

dz  dz 

et  les  in  fonctions  X,  P  sont  indépendantes  de  z. 
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Des  relations  (;>.o)  on  déduit 


0^   _    do  dç 

dpi        d.fj  <)z 


pi  -^   =  o; 


par  conséquent,  o  est  égal  à  une  constante  que  nous  désignons  par  A 
et 

Réciproquement,  si  p  est  une  constante  (diftérente  de  zéro)  les  X  et 
les  P  sont  indé[)endants  de  z  :  cela  résulte  des  relations  fondamen- 
tales. 

En  remplaçant  les  variables  Z,  X,-  par  AZ,  AX,,  ce  qui  constitue 
une  transformation  en  ,r,  p  particulière,  le  problème  de  la  détermi- 
nation des  transformations  en  x^  p  est  ramené  au  suivant  : 

i"  Trouver  les  T  qui  conservent  oo,  c'esl-à-dii'e  telle  (jue 

ou  encore  : 

2°  Etant   donuée  l'expression   de   PfafT  ',),    à    un  nombre   pair  de 

variables 

(0,  =  p^  (Ixi  -'■-...  --■}>„  f /./■„, 

trouver  les  changements  de  variables  efïectués  sur  les  in  quantités  x, 
p  qui  reproduisent  o),  à  une  différentielle  exacte  près 

(■23)  L),  =  (o,-</U, 

U  étant  une  fonction  des  a?,  /;,  avec  Z  =  z  +  U. 
Ce  dernier  énoncé  est  équivalent  à 

3"  Trouver  les  transformations  qui  laissent  invariante  la  dérivée 
extérieure  w'j  de  goi  : 

La  relation 

donne  alors 

[./X,...  ./P„]  =  [././-,  ...  <lp„\ 

qui  exprime  l'indépendance  des  X,  P  par  rapport  aux  :c,  p. 
L'équation 
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est  vérifiée  quelle  que  soit  la  fonction  y  des  .r,  /?,  et  l'identité 

[Qi'-i"-»*  dF  rAI)]  =  [co,2"-3'  dfd'^], 

où  y  et  cp  sont  ce  que  deviennent  ces  fonctions  F  et  $  des  X,  P  quand 
on  les  exprime  en  x,  /),  donne 

(F,  *)  =  (/,  cp) 
avec 


(F,*)  =2 


âPi  dXi       dX,  dP, 


et  l'expression  analogue  pour  (/",  cp),  ce  qui  constitue  un  cas  parti- 
culier d'un  résultat  précédemment  indiqué.  On  obtient  immédiate- 
ment les  relations 

(  (X,-,  X/j  -  (P„  P/,)  =  (X,-,  P;;.)  =  G         pour  i  ^  k- 
(24)  { 

Les  relations  de  la  première  ligne  ne  sont  pas  modifiées  par  la 
transformation  particulière  que  nous  avons  efTectuée,  elles  sont  donc 
générales.  On  a  de  plus  les  relations 

n  II 

1  1 

Réciproquement,  étant  données  /i  fonctions  X/  des  x,  p  satisfaisant 
aux  relations  (X/,  X/i)  =  o,  on  peut  toujours  trouver  n^i  fonc- 
tions U,  Pj  des  X,  p  donnant  lieu  à  l'identité  (aS),  car  ces  relations 
expriment,  en  général,  que  les  X  forment  un  groupe  semi-conjugué 
par  rapport  à  w,;  U  est  déterminé  par  une  quadrature.  On  complète 
la  transformation  au  moyen  de  Z  —  s  =  U. 

Il  résulte  de  la  détermination  générale  d'un  groupe  semi-conjugué 
que  si  l'on  donne  arbitrairement  la  fonction  U  des  .r,  p,  on  peut 
trouver  2 /i  fonctions  X,  P  des  mêmes  variables  donnant  lieu  à  l'iden- 
tité (28). 

Les  transformations  en  .x,  p  forment  un  sous-groupe  du  groupe  G. 

12.  Transformations  de  contact  homogènes.  —  Les  considérations 
précc'dentes  supposent  (pie  les  X  ne  satisfont  |)as  à  l'écpialion 
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OU  encore 


f\-^>"lr-' 


,y   !  -jLi^''  dp 

1 

quand  cela  a  lien,  les  X  forment  un  groupe  conjugué  et  non  pas 
seulement  semi-conjugué  par  rapport  à  w,;  on  est  ainsi  conduit  à 
rechercher  les  transformalions  pour  lesquelles 

(25)  Û,  =  w,. 

Tout  d'abord,  in  fonctions  X,  P  des  x^  p  donnant  lieu  à  celte  iden- 
tité sont  indépendantes,  car  on  en  déduit 

c'est-à-dire  ~^ 

[f/Pl  f/X,  .  .  .  CW„  dX„]  =  [dp,  dXy  ...dpn  dXn\. 

D'autre  part,  si  F  est  une  fonction  quelconque  des  X,  P,  et  /  ce 
qu'elle  était  avant  la  transformation 

OU 

n  n 

2j^'wrzjp^Tp,^ 

d'où 

//  n 


àpj--     ^'piôpi-- 

ce  qui  montre  que  les  X  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  o 
des  p  et  les  P  des  fonctions  homogènes  de  degré  i  des  mêmes  quan- 
tités. 

Les  autres  relations  (24)  subsistent. 

Réciproquement,  si  les  X,,  ...,  X„  sont  n  fonctions  distinctes 
des  x^  p  homogènes  de  degré  o  par  rapport  aux  p,  satisfaisant  aux 
relations  (X,-,  X^^)  =  o,  il  existe  n  fonctions  P,,  .  .  . ,  P«  des  x^  p, 
homogènes  et  degré  i  par  rapport  aux  p  et  donnant  lieu  à  l'iden- 
tité (aS). 

Cela  résulte  de  ce  que  les  X  forment  un  groupe  conjugué  par 
rapport  à  w,.  On  constate  que  le  système  d'équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  pour  y 

i^i,f)  =  o,         ...,        (X,„, /■)  =  o 

MÉMORIAL    DES    SC.    MATH.    —    N"    37.  2 
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est  com|)let  et  admet  le  système  d'intégrales 

-^I)        ■■■y       ^n'i  "  in+lj       •••)       "n^ 

et  que  de  même  le  système 

est  complet,  admettant  les  intégrales 

V                            V              "  ni-t-2                                 ^n' 
-'^1,        .-.,       A„, ,        ..., • 

Les  transformations  de  contact  homogènes  forment  un  groupe. 

13.  Autre  démonstration  des  résultats  précédents.  —  M.  Gour- 
sat  [23]  a  donné  de  l'établissement  des  formules  fondamentales  des  T 
une  démonstration  qui  repose  sur  un  lemme  de  caractère  algébrique; 
par  ailleurs,  S.  Kantor  [29]  avait  déjà  donné  des  indications  sur  une 
démonstration  de  cette  nature.  Voici  comment  on  peut  rattacher  une 
démonstration  analogue  à  celle  de  M.  Goursat  aux  méthodes  que  nous 
avons  employées  jusqu'ici. 

Occupons-nous  d'abord  des  transformations  enx,p;  nous  venons 
de  voir  que  leur  détermination  revient  en  somme  à  celles  des  trans- 
formations qui  laissent  invariantes  la  forme  différentielle  extérieure 
quadratique 

[  (fp I  dXi  ]-)-...+  [  (/pn  dXn  ], 

ou,  ce  qui  revient  an  même,  la  forme  bilinéaire  alternée 

(dp^  o.r,  —  r/,r,  8/>i  )  +.  .  .-h(dp,i  ôj;-„ —  dj"„  op„  ). 

La  question  est  ainsi  rattachée  à  celle  de  la  recherche  des  transforma- 
lions  homographiques  qui  conservent  un  complexe  linéaire;  mais  on 
peut  la  traiter  directement. 

On  montre  d'abord  que  si  les  2  Ji  expressions  de  PfafT:  cr, ,  gt^,  ...,  w^n 
aux  2  n  variables  Xf,  .  .  .  ^  p^  satisfont  à  la  relation 

[  HT,  TÎT2  ]  -t-  ...-(-  [  CT2/i-1  ^2,,  ]  =  [  dp ,   d.t'i  ]-+-...-)-[  dpn  dx„  ], 

elles  sont  linéairement  indépendantes. 
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On  pose  ensuite  : 


(.6) 


In  n 

1  1 

I  n  n 


Substituons  dans  la  relation  (a5)  à  cT^i  et  à  d'^i  les  expressions  (26) 
et  identifions  les  deux  membres,  nous  obtenons  les  relations 


/,  'l~ik~lh —  '^ikV-ik=  "-kh 

^  o     si  k^h 
j  I     si  A'  =  h 

/ ^  \^ik~ih  —  \^ih  ~ik  —  o 


(27  )  \a^  ''"'' ^'''  —  "''■"''  ^"^'  ~  ^  (  ''^'' 


Grâce  à  la  remarque  préliminaire,  on  peut  procéder  à  l'inversion 
des  relations  (26),  et  du  reste  le  calcul  donne 


(•28) 


l   ^  "/A  <l^i — ^  V-jh  "'^/  =_7i        '^l'k  dxk  =       dxk, 
{    ^^ik\d\i-y^  l.,,l\>.=^^,,,,lp,^-dp,, 


d'où  T'^'n  déduit  le  système  (29)  équivalent  à  (2^)  : 

^. 29 )  <  2  ~'''  ^'''  ~"  "''''  ^i''  =  °' 

[     ^  ;-'-/A  À,7,  —  ;j.,/,  \jj,  =  o. 

c'est-à-dire 

(3o)  (X,-,  Py)  =  s,7,         (X,.,  Xy)  =  (P,,  P,)  =  o. 

Réciproquement,  on  constate  sans  peine,  en  remontant  les  calculs, 
que  si  les  2/i  fonctions  X,  P  des  oc,  p  satisfont  aux  relations  (3o), 
elles  vérifient  identiquement  (25). 

On  déduit  aussi  de  ces  calculs  l'expression  suivante,  qui  est  utile, 
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de  la  difFérentielle  d'une  fonction  9  des  x,  p  : 

d^  =2^?'  Xv)^Pv-(?,  Pv)f^Xv. 

Pour  passer  au  cas  d'une  transformation  de  contact  quelconque,  il 
suffît  d'observer  qu'en  tenant  compte  de  la  relation  0:»  =  o,  on  doit 
avoir 

^[dXtdVt]^^^[d.r,dptl 

Dans  les  formules  (26),  on  considérera  alors  les  X/;^,  «t/a  comme  les 
dérivées  totales  des  X,,  P,  par  rapport  aux  dx^^  par  exemple 

>'ik  =    33 'r-  Pk    -T-' 

OXk  oz 

Dans  les  formules  (27)  et  (28).  t^h  est  à  remplacer  par  ps^A,  de  sorte 
que  les  relations  (3o)  se  modifient  en  remplaçant  la  parenthèse  par  le 
crochet  et  tij  par  p£//. 
On  a  ensuite 

qui  fournit  les  formules  relatives  à  Z. 

14,  Transformations  d'une  expression  ou  d'une  équation  de  PfafT 
en  elle-même.  —  Les  identités  symboliques  dont  nous  nous  sommes 
servis  pour  établir  les  formules  fondamentales  des  Tne  supposent  pas 
que  les  variables  qui  figurent  dans  les  différentes  formes  de  Pfaff  et 
fonctions  qui  interviennent  soient  des  variables  canoniques;  elles 
subsistent  donc  quand  nous  supposons  simplement  que  les  variables 
sont  caractéristiques,  sans  plus,  et  que  par  conséquent  les  formes  &> 
et  Q.  ne  sont  pas  réduites  à  une  forme  canonique;  c'est  ce  qui  aura 
lieu  dans  ce  paragraphe. 

Correspondant  aux  diverses  catégories  de  T,  nous  envisagerons 
successivement  les  transformations  qui  conservent  l'expression  w', 
celles  qui  conservent  l'expression  w,  celles  qui  conservent  l'équa- 
lion  oj'=  o. 

(Comparez  Chapitres  XII,  XIII  et  XIV  de  [9]. 

Transformations  co/iseruanl  <,^' .  —  Le  cas  le  plus  intéressant  est 
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celui  OÙ  00  est  de  classe  paire;  il  a  été  l'objet  d'une  étude  directe  de 
S.  Kantor  [29]  mise  au  point  par  M.  Engel  [19J.  Nous  supposerons 
que  le  nombre  des  variables  est  2/1'.  La  propriété  fondamentale  des 
transformations  envisagées  est  l'invariance  de  la  parenthèse  relative  à 
deux  fonctions. 

Avec  les  notations  précédemment  employées 

on  en  déduit  les    conditions  nécessaires  pour  que  la  transformation 

X,-=  Xi{Xi,    .  .  .,   X2„')  (f  =  I,    2,    .  .  .,    2/1') 

conserve  oj' 


(Xo  X,) 


A(X,,  ....  X,,-)  ' 


ces  conditions  entraînent  l'indéjjendance  des  X  considérés  comme 
fonctions  des  x  et  sont  suffisantes  pour  que  la  Iransformation  jouisse 
de  la  propriété  indiquée. 

La  forme  o)  diffère  de  sa  transformée  0-  par  une  fonction  U  des  ce 
que  l'on  obtient  par  une  ([uadrature;  on  peut  d'ailleurs  ajouter  à  U, 
par  exemple,  —  Z  +  ^  et  en  adjoignant  aux  formules  de  la  transfor- 
mation sur  les  X  la  relation  Z  =  ^  +  U,  on  définit  une  transformation 
qui  conserve  w  +  dz  à  une  difFérentielle  exacte  près. 

Transformations  qui  consentent  w.  —  En  outre  de  la  parenthèse 
relative  à  deux  fonctions,  nous  avons  à  envisager  l'accolade  relative  à 
une  seule  fonction  qui  nous  fournissent  des  expressions  covariantes 
absolues  aux  fonctions  considérées.  Rappelons  que  (§9) 

'■'   ^       Zj  a    àxi  >^'   '        Zàk,   dxi 

1  1 

suivant  que  «jj  est  de  classe  pair  ou  impaire. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  transforma- 
lion  conserve  ùj  sont  : 
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OU 


TransJoiTnations  qui  conservent  (0  =  0.  —  Nous  conservons  dos 
notations  analogues  à  celles  dont  nous  nous  sommes  servis  pour  les  T 
et  nous  supposerons  que  p  est  différent  d'une  constante.  On  a  la 
relation 


Les  relations  entre  les  2/î  +  2  fondions  X,,  .  .  . ,  X,,,.^,,  0  sont  alors 
On  a  de  plus  l'identité 


B,7.(X) 


d'où  les  relations 


''Al 


P    X>,|-(p.  Xy). 


Remarques.  —  a.  Toutes  les  expressions  {  jj  (  )  que  nous 
avons  considérées  peuvent  être  définies  eu  remplaçant  clf,  ou  df  e\.d(Sf 
par  des  expressions  de  Pfaff  quelconques. 

b.  La  nolion  de  transformation  infinitésimale  de  contact  [34]  dont 
nous  n'aurons  pas  à  nous  servir. par  la  suite,  s'étend  aux  transforma- 
tions généralisées  que  nous  venons  de  définir  [19]. 

THÉORIE    DES    GROUPES    DE    FONCTIOXS. 

Un  problème  fondamental  de  la  théorie  des  T  est  de  reconnaître 
l'équivalence  de  deux  systèmes  de  fonctions  ou  d'équatiozas  relative- 
ment au  groupe  G,  c'est-à-dire  de  reconnaître  s'il  existe  une  T  qui 
permette  de  passer  d'un  système  à  l'autre.  Nous  ne  nous  occuperons 
que  de  cas  très  particuliers  de  ce  problème  qui  se  rattachent  à  la 
théorie  des  groupes  de  fonctions,  théorie  d'un  grand  intérêt  pour 
l'intégration  du  système  caractéristique  d'une  équation  de  Pfaff  et 
par  là  même  pour  l'intégration  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Le  problème  général  offre  encore  un  très 
vaste  champ  de  recherches.  Nous  ferons  d'abord  une  digression 
d'algèbre  extérieure. 
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13.  Formes  extérieures  adjointes.  —  Soient  a,,  u.2,  ...,  Un 
n  variables  ety"=A[?^3,p  ...,  m,,  J  une  forme  extérieure  monôme 
de    degré  p;    nous    définissons    son    monôme    complémentaire    par 

A  [«a  +,7  •  •  •  1  "«„]?  ^1)  '^•ii  •  •  -1  ^p^  '^■p+^i  ■  ■  ■  1  '^n  constituant  une 
permutation  d'ordre  pair  des  indices  i,  2,  .  .  .,  /i.  On  peut  l'obtenir 
avec  d'autres  notations  do  la  manière  suivante  :  considérons  n — p 
formes  linéaires  aux  indéterminées  ^1''  : 

et  formons  le  produit  extérieur  h.\ay_^^  .  .  .,  ?^a,^'''"^'',  .  .  •  ,  ^""]  que 
nous  mettons  sous  la  forme  A.o\u^^  .  .  . ,  i/^];  on  a 

t  /'    1  r  p+r 

Zx^,    1       ■  •  •      ;a„ 

Çap-  ,       •  •  •      ç" 

cp  est  donc  une  foruie  multilinéaire  alternée  à  laquelle  on  peut  faire 
correspondre  un  monôme  extérieur  et  nous  appellerons  «  monôme 
adjoint  à/  »,  le  monôme  extérieur  A[l^  _^,  .  . . ,  ^a„J-  La  propriété  est 
évidemment  réciproque. 

Si  l'on  effectue  sur  les  variables  u  et  t.  deux  substitutions  linéaires 
contragrédientes,  c'est-à-dire  telles  que  ^i  W| +  .  .  .H-^«  a»  demeure 
invariant,  cp  se  reproduit  multipliée  par  le  déterminant  de  la  substi- 
tution effectuée  sur  les  11. 

On  définit  ensuite  la  forme  adjointe  d'une  forme  extérieure  quel- 
conque F  de  degré  p  par  la  condition  d'être  la  forme  extérieure  ^iX,) 
qui  correspond  à  la  forme  multilinéaire  alternée  $1  telle  que 

[F£'/'+'t...c('0]  =  <l.,[„^...»„]. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  ^  est  la  somme  des  formes  adjointes 
aux  monômes  qui  constituent  F;  donc  O  est  un  covariant  relatif  de  la 
forme  F  par  rap[)ort  à  toutes  les  substitutions  linéaires  effectuées 
d'une  façon  contragrédiente  sur  les  u  et  les  ^. 

Nous  auiT)ns  à  utiliser  souvent  les  résultats  suivants  relatifs  aux 
formes  quadratiques.  Soit  F  une  forme  quadratique  de  rang  25;  on 
peut  la  réduire  à  la  forme  (J;;  2) 

où    les   U|,  .  .  . ,  U2.C  sont   indépend.uits   (25  ^n);   soit   <I>   la    forme 
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adjointe  à  un  facteur  près  de  [F^-']  et  dont  la  forme  multilinéalrc 
correspondante  est  définie  par  la  relation 

O  est  ici  covariante  absolue  de  F  par  rapport  aux  substitutions 
linéaires  que  nous  envisageons;  elle  est  égale  avec  les  variables 
actuelles  à 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement  que  la  forme  adjointe 
de  [  F^"/']  est,  à  un  facteur  numérique  près,  [^'']. 

Théorème  [9].  —  Considérons  les  formes  linéaires  indépendantes 

de  ï<, ,  .  .  . ,  U2S  :  /i ,  •  •  • ,  /,/  ;  b's  ^—^ quantités  aij  définies  par  les 

égalités 

et  la  forme  quadratique  extérieure  à  q  variables 

Si  cette  forme  <i>  est  de  rang  2  a,  le  rang  de  la  forme  F  se  réduit 
de  2q  —  2(7  unités  quand  on  y  suppose  les  variables  liées  par  les 
q  relations  :  /',  r=  o,  ..,,fq  =  o.  De  |)lus,  si  l'on  effectue  sur  les 
q  formes  linéaires  données  une  substitution  linéaire  telle  que  O  se 
réduise  à  la  forme  canonique  > 

la  forme  F  se  réduit  à  la  forme  canonique 

F  =  [A  A]  +  [AJ\]  +.  .  .^  [/2a-i/2a]  -  [/2a+./,+i]  •^.  •  • 

"i~  [/î/s?— 2ff]  -+^  [/27-2a-t-l/27-2a+2l  ^- •  •  •  +  [./2,f— 1 /2.s- ]' 

en  désignant  par  /'y^_, ,  .  .  . ,  /2A  de  nouvelles  formes  linéaires  convena- 
blement choisies,  indépendantes  entre  elles  et  indépendantes  des 
formes  données  (cela  suppose,  bien  entendu,  2q  —  2<7<2i). 

Pour  le  démontrer  on  suppose  qu'on  a  pris  comme  nouvelles 
variables  y, ,  .  .  . ,  fç  et  l'on  remarque  (pi'on  peut  elTectuer  sur  les 
variables  une  substitution  linéaire  quelconque,  sous  la  seule  condi- 


TRANSFORMATIONS   DE   CONTACT   ET   PROBLÈME   DE   PFAFF.  87 

tlon  que  les  q  premières  variables  soient  échangées  entre  elles:  il  en 
résulte  qu'on  peut  effecluer  sur  les  \  une  substitution  linéaire  quel- 
conque SOUS  la  seule  condition  que  les  25  —  q  dernières  variables 
soient  échangées  entre  elles. 

Si  tous  les  ciij  sont  nuls,  on  retrouve  un  théorème  précédemment 

démontré  : 

^  =  0         et         [/,/î.../,F-^+']  =  o. 

Corollaire.  — ■  Supposons  que  F,  de  rang  25,  dépende  de  25  +  1 
variables  :  r,,  .  .  .,  i'25-i-i  ;  soient  «,,  .  .  .,  u^s  des  variables  de  réduc- 
tion de  F;  ce  sont  2s  foncti(»ns  linéaires  des  t",  indépendantes  entre 
elles;  soit  u^x^k  une  fonction  linéaire  des  v  indépendante  des  précé- 
dentes. Les  /'  sont  des  fimctions  linéaires  des  v:  désignons  par  ji  ce 
que  devient  /",  quand  on  y  fait  Woç_,_,  =  o,  ce  que  nous  écrivons 

fi^=fi  {  mod  u-is-,^1  ). 

Définissons  y.ij  par  la  relation 

il  est  clair  que 

Posons 
on  a 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  montre  qu  on  peut  mettre  F 
sous  la  forme    *   . 

-^  iiJiG—i i^2(T— 1  "j-t-l)  ^fïn |J2a ''.?+!,)]  H-  [(/2(H-1 —  ;^2(T-I-:  "..-+1)./ <?+l]^"••• 
"^  [(/7 ,^7".?H-l)/2<î'— 21]  -^  [/2<7— 2(T+l/2<7— 2(T-t-!]  -^  ■  •  •  ■ 

Nous  allons  avoir  à  aj)pliquer  constamment  les  résultats  de  ce 
paragraphe. 

16.  Systèmes  involutifs.  — ■  Dans  toute  T,  si  f  et  0  sont  ce  que 
deviennent  deux  fonctions  F  et  O  des  grandes  lettres  quand  on  rem- 
place celles-ci  au  moyen  de  leur  expression  en  fonction  des  petites, 
et  si  y  et  9  sont  en  involution,  F  et  $  le  sont  aussi  et  réciproquement. 

Considérons  q  fondions  distinctes  f\i..  ■  ■)  j  1  de  .r,  z,  p  et  telles 
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qu'elles  soienl  deux  à  deux  eu  iiivoluliou;  nous  dirons  qu'elles  consti- 
tuent un  groupe  involutif  ;  deux  fonctions  de  ic,  z,  j)  qui  s'expriment 
au  moyen  de  /(,  .  .  . ,  fq  sont  dites  appartenir  au  groupe  et  sont  en 
involution;  les  q  fonctions  données  forment  une  base  du  groupe, 
q  est  l'ordre  du  groupe.  Si  ^  <  «  H-  i ,  on  peut  adjoindre  à  /", ,  .  .  .  ,fç 
n  -\-  i  —  q  autres  fonctions  qui  forment  avec  celles-là  un  groupe  invf>- 
lutif  d'ordre  /i  +  i  (§  10).  On  peut  donc  donner  à  un  groupe  invo- 
lutif la  forme  canonique 


X, X 


'^<j~\ 


et  un  groupe  involutif  contient  au  plus  n  +  i  fonctions;  deux  groupes 
involutifs  de  même  ordre  sont  équivalents  par  rapport  au  groupe  G. 

De  même  deux  groupes  involutifs  de  même  ordre  dont  les  fonctions 
ne  dépendent  pas  de  z  sont  équivalents  par  rapport  au  groupe  des 
transformations  en  x,  p. 

Si  les  fonctions  /)■,..  •  ■,  fq  sont  homogènes  en  />,  il  peut  se  pré- 
senter deux  cas  :  ou  bien  toutes  les  fonctions  /'  sont  d'ordre  nul,  et 
l'on  peut  donner  au  groupe  la  base  canonique  X,,  .  .  .,  Xy,  ou  bien 
toutes  ces  fonctions  ne  sont  pas  d'ordre  nul  et  l'on  peut  donner  au 
groupe  la  base  canonique  P,,  Po,  .  .  . ,  P^.  On  a  donc  deux  classes  de 
groupes  homogènes;  dans  chacune  d'elles,  deux  groupes  du  même 
ordre  sont  équivalents  par  rapport  au  groupe  des  Iransformations 
homogènes. 

17.  Propriétés  d'invariance  des  transformations  en  x,  p.  —  11 
nous  suftii-a  de  considérer  le  groupe  des  transformations  pour  les- 
quelles p  =  i,  les  propriétés  que  nous  obtiendrons  n'étant  pas  trou- 
blées par  une  homothétie. 

I.  ISous  allons  en  premier  lieu  nous  occuper  d'un  syslènie  de  fonc- 
tions ne  dépendant  que  des  x^  p.  On  dit  que  q  fonctions  distinctes 
^1 ,  .  .  .  ^  fq  des  a?,  p  forment  uu  groupe  d'ordre  q  [q  <^  o. n)  si  toutes 
les  parenthèses  ( /'/,  f^)  s'expriment  au  moyen  de  y,,  .  .  .  ,  fq)  seule- 
ment : 

(fh  A)  —  <^'ikU'u   ••■,f<})- 

Toute  fonction  telle  que  l''(,/i,  ....f/)  est  dite  appartenir  au 
groupe  et  deux  fonctions  qu(.'lcon(pies  du  groupe  jouissent  de  la  pro- 
j)rif:ré  précédente. 
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Toute  transformalion  vn  x,  p  conserve  la  propriété  d'un  système 
de  fonctions  de  constituer  un  groupe.  Nous  nous  proposons  de  déter- 
miner les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équivalence  de  deux 
groupes  par  rapport  au  groupe  des  transformations  en  x,  p.  Nous 
emploierons  [)our  cela  une  méthode  qui  nous  servira  encore  par  la 
suite  :  en  utilisant  des  covariauts  aux  fonctions  considérées  relative- 
ment au  groupe  des  transformations  en  x,  p.  nous  déterminerons  un 
système  de  différentes  bases  canoniques  possibles  pour  un  groupe 
en  X,  p;  deux  groupes  sont  équivalents  si  l'on  peut  leur  donner  la 
même  base  canonique  et  seuleuient  dans  ce  cas,  les  différentes  bases 
canoniques  envisagées  n'étant  pas  réductibles  entre  elles  par  une 
transformation  en  x,  p. 

Considérons  la  forme  quadratique  extérieure 

^=^«/^[?<b]  {i,k  =  l.-2....,  q)- 

la  forme  bilinéaire  qui  lui  correspond  permet  d'écrire  la  parenthèse 
de  deux  fonctions  quelconques  o  et  ^  de/i,  .  .  . ,  fq^  en  y  remplaçant 
les  deux  systèmes  de  variables  ;  par  les  dérivées  partielles  de  o  et  '1/ 
par  rapport  à  /'i ,  .  .  . ,  f\j.  La  forme  0  est  covariante  absolue  àe  o  el'\) 
par  i-apport  à  toute  transformation  en  x,  p  pour  laquelle  p  =;  i  et  qui 
échange  entre  elles  les  fonctions  /",  a  fortiori  est-elle  covariante  par 
rapport  à  tout  échange  des  y",  les  x,  p  n'étant  pas  modifiés,  étant  bien 
entendu  que  les  ?  subissent  une  substitution  linéaire  contragrédiente 
de  celle  cpii  résulte  du  changement  de  variables  pour  df\^  •  •  •  5  ^Hq- 
Pour  une  substitution  linéaire  sur  les  £  à  coefficients  fonctions 
de  /', ,  .  .  .  ,  /y,  on  peut  réduire  *ï>  à  la  forme 

la  transformalion  contragrédiente  sur  les  df  {à.  coefficients  fonctions 
des  /conduit  à  q  formes  de  Pfaff  indépendantes,  cr,,  .  .  .  ,  nr^,  telle? 
que 

En  introduisant  2Ji--p  formes  linéaires  nouvelles  fo,,  .  .  . ,  oj2«-o 
indépendantes  entre  elles  et  indépendantes  des  m,  on  peut  donner  à  Ja 
forme  r.j'  rexpression 

0)'  =  [TTy,n7o]  -^.  .  .--  [T7T.,^_,ci.,(j]-T-[rooç^.,  w,]  -^ .  .  .. 
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Posons 

71  =  [  ra,  CT.,  ]  ^- •  .  .    ^  [  ^2o--i '^ia]  ; 

7r  est  construite  uniquement  avec  /'i ,  .  .  . ,  f\j  et  leurs  différentielles, 
de  même  que  chacune  des  m.  Prenons  la  dérivée  extérieure  de  la  rela- 
tion précédente 

(niod  oj^_2r7+i  .  .  .  W2„-y). 

Les  termes  écrits  ne  peuvent  se  i^éduire  avec  ceux  qui  ne  le  sont  pas. 
Quand  on  su|)pose 

(3l)  CTocr+i  =  o,  ...,  t;7,^=o. 

la  relation  précédente  montre  que 

il  en  résidte  que  le  système  (3i)  est  complètement  intégrable  ('); 
soit  j'2a+n  ■  •  •  ■>  yq  ^^^  système  d'intégrales  premières  de  ces  équa- 
tions; ce  sont  des  fonctions  des  f.  Quand  ou  suppose  maintenant 
qi^G  y2a+\^  •  •  -^  Vq  sont  constants,  tt'  est  nul;  tt  est  donc  une  diff'é- 
rentielle  exacte  d'une  forme  de  Pfaff";  si   l'on  suj>pose  cette  forme 

ramenée  à 

7,  dy.2,  + . . .  +  j/o^-i  ily-i,j^ 
on  peut  écrire 

-  =  ['ifi  dy-i]  +•  •  •+  ['(r^a-i  (Jy-ify] 

en  supposant  )'2rf_,.t,   .  .  . ,  y^  constantes. 

Finalement,  en  remplaçant  les  f  par  q  autres  fondions  distinctes 
de  leur  groupe,  on  peut  mettre  oV  sous  la  forme 

w'=  [<lyi  ày.,]  —  .  ..-\-  [<//-2a^i  'iyi<j]  --  ['(r-jT+i  wi  J     ■  ■  ■     f '(•■7">y-2a]  ^-•••, 

$  a  la  forme 

*  =  [Ç,b]-^...^^-[Ç.a-i  Etal- 
on peut  donc  trouver  acr  fonctions  distinctes  du  groupe  telles  que 

(3'i)  ( y^,  y-i)  =  (yi,  /i)  =•  •  •=  {y-ia-\^y-i'j)  -^  •• 

toutes  les  autres  parenthèses  étant  nulles. 

(  '  )    Voir  par  exemple  §  '23. 
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Les  fondions  j,^^,,  .  .  . ,  J>  sont  en  involution  avec  toutes  les 
fonctions  du  groupe  :  ce  sont  les  fonctions  distinguées  du  groupe. 
D'ailleurs,  en  se  rappelant  que  les  fonctions  rtv^si  •  .  • ,  j2(7+n 
/2(7+2,  •  •  • ,  r^  forment  un  groupe  conjugué  par  rapport  à  03,  on  peut 
trouver  des  différentielles  exactes  pour  remplacer  les  «,•  et  par  consé- 
quent trouver  2n  —  q  fonctions  jy+,,  .  .  . ,  Jo«,  indépendantes  entre 
elles  et  de  r, ,  .  .  • ,  J<?'  ^^^^^^  1^^ 

(72?+l,  727+2)  =...=  (/2«-l,  72n)  =  1, 

toutes  les  autres  parenthèses  étant  nulles. 

Par  une  transformation  de  contact  en  a?,  p  on  peut  donc  transformer 
les  fonctions  de  base  du  groupe  en 

^1,      ...,      X^,      a:2a+i3      •••!      ^q'^ 
Pi,      ■■■,     Po, 

on  aura  un  système  des  différentes  bases  canoniques  que  l'on  peut 
donner  à  un  groupe  d'ordre  q  en  donnant  à  o-  les  différentes  valeurs 
possibles.  On  voit  donc  qu'en  dehors  de  l'ordre,  un  groupe  de  fonc- 
tions en  X,  p  n'a,  par  rapport  aux  transformations  en  x,  /),  qu'un 
invariant  :  le  nombre  de  ses  fonctions  distinguées. 

Mais  on  peut  tirer  d'autres  conséquences  de  ce  qui  précède  :  les 
fonctions  jKa^+i,  ...,  jKo„  forment  elles-mêmes  un  groupe;  c'est  le 
o^roupe  polaire  du  groupe  donné  qui  comprend  toutes  les  fonctions 
en  involution  avec  toutes  les  siennes.  Le  système 

(33)  U'iJ')  =  "         {i^\,  -i,  ...,  q) 

est  complet:  la  réciproque  est  immédiate  et  donne  le  moyen  de 
reconnaître  si  q  fonctions  forment  un  groupe.  Mais  ce  moyen  exige 
que  l'on  connaisse  ces  fonctions;  il  peut  arriver  que  l'on  sache  seule- 
ment de  ces  fonctions  qu'elles  sont  les  intégrales  d'un  système  com- 
plet, ou  les  intégrales  premières  d'un  système  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales. 

Voici  comment  on   reconnaîtra    que    les  fonctions    ainsi  définies 

forment  un  groupe.  Soit 


7lq 


le  système  complètement  intégrable  qui  les  détermine;  on  forme  les 
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parenthèses 
el  l'on  pose 

rtfi  =   l\  -,.—  ...+  >4/  -q  a  ^ï,    -2,    ...,    q  ). 

le  déterminant  des  1  étani  différent  de  o;  par  conséquent 

Cl  le  système  (•')3)  est  équivalent  au  système  (34) 
(34)  A,/=o         (i  =  U2.  ...,—r/). 

11  sufllt  donc  de  reconnaître  que  le  système  (34)  est  complet  (une 
autre  démonstration  est  donnée  par  Kantor  et  M.  Engel  [30,  19 1). 
Si  l'on  pose 

îT/,-  —  ^  a/,-;  i-Lvi-i-  [iki  dpi 

et  que  l'on  suppose   ce  système  complètement  intégrable,  les  fonc- 
tions qu'il  définit  satisfont  au  système  complet 

elles  forment  un  groupe  si  le  système 

est  complet,  ce  qui  est  équivalent  à  ce  que 

soit  complètement  intégrable. 

En  particulier,  les  fonctions  distinguées  d'un  groupe  donné  forment 
un  sous-groupe  involiilif  qui  est  dédni  par  les  équations 

et  auquel  s'aj)pli(|uent  les  considérations  précédentes. 

18.  II.  Occupons-nous  maintenant  de  systèmes  de  fonctions  con- 
tenant z.  Nous  aurons  à  considérer  non  plus  seulement  l'Invariance 

àf 
de  w',  mais  celle  de  oj  et  à  faire  intervenir  l'expression  {y  |  =  -p,  qui 
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dans  le  cas  précédent  était  toujours  nulle;  cette  expres^ion  est  un 
covariant  de /par  rapport  aux  transformations  en  x,  p\  d'autre  part, 
la  parenthèse  devient  ici  le  ciochei;  nous  dirons  que  les  q  fonctions 
distinctes/,,  .  .  . , /^  de  x,  z,  p  définissent  un  groupe  d'ordre  q  si 
toutes  les  expressions  |/'|,  \fiifj]  s'expriment  au  moyen  de/,,  •■•?/</ 
seulement.  Posons 

!/)  =  «o      [/,//]  =  «1/. 

les  «i  et  aij  étant  certaines  fonctions  des  /.  Considérons  les  deux 
formes 

Y  =  rti  Çi  -t-  .  .  .  -T-  «,/  Çy, 

A  toute  substitution  linéaire,  à  coefficients  des/  seulement,  effec- 
tuée sur  les  ^,  nous  faisons  correspondre  la  substitution  contragré- 
diente  effectuée  sur  les  df.  On  peut  ramener  4>  à  la  forme  réduite 

*  =  [?;?.]--.--[çia-,ç;<T]     ("^?); 

introduii^e  des  fonctions  cr  comme  précédemment  et  distinguer  trois 
cas  suivant  que  cp  peut  s'écrire 

a.      9=0;  h.     c?  =  ;'i  ;  (^'      '■?  =  ?Wi- 

a.  C'est  le  cas  précédemment  étudié,  toutes  les  accolades  étant 
nulles. 

b.  On  a 

[  w'"  (  CTi W  )  ]   =  [  w'"  TTT.2  ]=...=  [  w'"  C7,/  J  =:  <> 

toutes  les  parenthèses  (gt/,  wy)  sont  nulles,  sauf 
et  00'  est  réductible  à  la  forme 

0)'  =;  [  (^  TTTi W  )  TT?:;  ]  -f-  [  CT;.  Ttr-,  ]  —  .  .  . 

—  [m.fj^^T^i^]     •     [W^CT-HIW,]  -H.  .  .T-[TCT,/tO,/_2o   1 

Posons 

TT  =  [ttt,  ro.]  -r-.  .  .-h  [r^oa-i^sal 

et  prenons  la  dérivée  extérieure  de  w' 

-' [  -7^2]  -r-  OJX^'.,  -h  .  .  .^  O. 
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On  peut  poser 

dV')  7  _    / 

on    constate    que    la    dérivée    de  —    est    nulle   quand    on    suppose 
y2o^\i   •  •  "I  yq  constants,  et  l'on  peut  écrire 

71  =  y.([dyi  dy^]  +  [dy^  dy,,]-\- . .  .-^[dy.^-i  dy.^]) 
et 

m'  =  \  ^^  to     -^  --  [  dyi  dy^  ]  +  72  ([  f(r3  f///,  ]  -4- .  .  .  +  [  f(K2(T-i  f^Taa  ]) 

L  y-^    J    j2  _  _         _ 

et  les  fonctions  j^i ,  .  . . ,  yq  du  groupe  sont  telles  que 

(35)    |yi|=i,      [y^.y^]=—^^      [ja,//.]  =...-[j2a-i,  r2a]  =  — jk?, 

'  '  /  2 

en  se  souvenant  que 

[73,  „n]=  — (73,r0; 

tous  les  autres  crochets  et  accolades  sont  nuls. 
Comme  base  canonique,  on  peut  prendre 

Z,     X,,      ...,     Xa_i; 

Il  y  ^  q  —  20-  fonctions  distinguées  qui  sont,  par  exemple,  les 
rapports  mutuels  des  P(j,    .  .  .,  Py_a' 

On  en  déduif  immédiatement  que  le  système 

[/,,/]  =  0.  |{  =  o 

est  complet. 

c.  Dans  ce  cas,  toutes  les  accolades  et  parenthèses  de  cr  sont  nulles, 
sauf  i  GT25+1 }  et  (cT,,  CT2),  •  •  • ,  (w2a-i,  ^2ff)-  La  forme  w'  est  réduc- 
tible à 

Co'=  [TOiTîTa]  —•  •  •-+-  [''Ï2(T-1^2(j]  +  [(^2(7+1 W)OJi]  +  [^^217+2^2]  +  •  •  • 

-)-  [rn,/W,/_27]  -4-  [•co^_2a+i  w^_2a+2 1  -+-•  •  .-I-  [  W2n-7-i  Wîn— (/l 


ou  encore  a 


w'  =  [  dyi  ^//2  ]-+-•••-+-  [  <(K2(t-i  '0''2a ] 

-f-  [f^X20-+2W2]  -'-•  .  •+[/(/'/ "»7-2a]  -I- 
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Les  fonctions  j^,,  .  .  . ,  y^  du  groupe  satisfont  aux  relations 

1/2(T+1   I    ==1,  [7l,r2]=---=  [j2(I-l,  J2a]  =  1, 


\   [ri,y■lfJ+^^=—y^,  •••,  [j-2a-i,  r2a+i]=— /a 

tous  les  autres  [yt]  et  [j',,  j'y]  étant  nuls.  Par  une  transformation  de 
contact  €n  x,  p,  on  peut  donner  au  groupe  la  base  canonique 

Z,     X],     Xo,      ....     X^,     Xct+i,      ...,     Xg,_f7_i, 

P,,    Po.    ....    Pa; 

il  j  a  ^y  —  2C7 —  I  fonctions  distinguées. 

En  résumé,  un  groupe  de  fonctions  en  x,  s,  p  d'ordre  q  a  relative- 
ment au  groupe  des  transformations  en  x,  p  en  dehors  de  son  ordre, 
un  seul  invariant  :  le  nombre  de  ses  fonctions  distinguées;  il  est  sus- 
ceptible de  recevoir  une  base  canonique  d'un  type  ou  d'un  autre, 
suivant  qu'on  obtient  le  nombre  de  ses  fonctions  distinguées  en 
retranchant  de  q  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 

19.  Transformations  homogènes.  —  Nous  supposerons  :;:  invariant 
et  ne  considérerons  que  des  fonctions  en  x,  p.  Nous  considérerons 
les  covariants  qu'on  forme  au  moyen  des  symboles 


1/1=2 


P'i^  et  (  ). 


Pour  ne  pas  compliquer  les  notations,  nous  désignerons  encore  parw 
la  forme  invariante  qui  est  ici 

Nous  dirons  que  cy  fonctions  en  x, p:fi ,  .  .  .  ,fq,  forment  un  groupe 
si  toutes  les  expressions  [fi]  et  (/,,  fj)  s'expriment  au  moyen 
de/i ,  .  .  . ,  fq  seulement  ;  nous  introduirons  encore  les  formes  cp  et  <I> 
et  nous  aurons  encore  trois  cas  à  considérer  : 

a.  cp  =  o;  toutes  les  fonctions  sont  homogènes  et  de  degré  o;  le 
groupe  est  nécessairement  involutif. 

b.  0)'  est  réductible  à 

w'  =:  [ dvi  dy. ]+...+  [ </K2(t-i  dVi^] 

-+-  [ ( w  -H  djo ) (o,  ]  -f-  [ dy.2^+,  to, ]  -4- .  .  . H-  [ dy^ co,/_,<y+i  ]-+-.... 

On  peut  donc  choisir  dans  le  groupe  r/ fonctions  distinctes  Vj, . .  -,  J'^, 
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telles  que 

(•^7) 

i  (7i 

(  J  1  j  —  —  J  i  ■  ■  ■  iJ  2a- 
;72)  =  (j'3,  J-4)  =...= 

1  —        -1/ 

1    (    — J-2<J-l, 

■■  (j2a-i,  J2(t)  = 

=  I 

toutes  les  autres  accolades  et  parenthèses  étant  nulles. 

Par  une  transformation  de  contact  homogène,  on  peut  donner  au 
groupe  la  base  canonique 

P];  •   •   •  ?         Pct  j 

Xj,     ...,     \^,     X2C7+1,     ••.,     Xg,_(7; 

û  y  a  g  —  2a  fonctions  distinguées. 

c.    (.y  est  réductible  à 

w'  =  [ f/ji  dy.,  ]  -K .  .  .  H-  [  ^(K2a-i  '0',^ ] 

-H  [  to  f/joa+i  ]  -^  [  'fjify+2  w ,]+...+  [  r/j,,  0J,y_2a+i  ]  ^-  .  •  •  • 

On  peut  donc  choisir  dans  le  groupe  q  fonctions  distinctes^, ,  . . .,  l'y, 
telles  que 

,.^^  (  j/aa+i  I  =r2a+i, 

(    (74,  J'2)  =  .  .  .  =  (j'-2a-l,  ^2(1.)  =  J2ff+1, 

toutes  les  autres  accolades  et  parenthèses  étant  nulles.  Par  une  trans- 
formation homogène,  on  donne  au  groupe  la  base  canonique 

■^1,         •  •  ■  1        -^'(y  1  -^  (74-2  •  •  •  "^i/j 

P\~         ...,       /'(7?       y^a-f-1;         •••)       Pq—a'^ 

il  j  a  cy  —  2  0-  fonctions  distinguées. 

Dans  les  trois  cas,  on  peut  choisir  au  groupe  une  base  où  toutes  les 
fonctions  sont  homogènes  et  de  degré  o  ou  i. 

Ce  qui  distingue  les  cas  b  et  c,  c'est  que,  dans  le  premier,  toutes 
les  fonctions  distinguées  sont  d'ordi'c  nul  et  que  cela  n'a  pas  lieu  dans 
le  deuxième.  Un  groupe  de  fonctions  x,p  a  donc  vis-à-vis  du  groupe 
des  transformations  homogènes,  en  dehors  de  son  ordre,  deux  inva- 
riants :  le  nombre  de  ses  fonctions  distinguées  est  celui  de  ses 
fonctions  distinguées  d'ordre  nul.  Deux  groupes  sont  équivalents 
s'ils  ont  les  mêmes  invariants. 

20.  La  théorie  des  groupes  de  fonctions  et  les  transformations  qui 
conservent  une  forme  de  Pfaff.  —  Adoj)lons  vis-à-vis  d'une  expression 
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de  PfafF  non  réduite  à  sa  forme  canonique  et  que  nous  supposerons 
d'abord  exprimée  au  moyen  de  variables  caractéristiques,  les  défi- 
nitions qui  nous  ont  servi  pour  les  groupes  relatifs  aux  formes  cano- 
niques. Tl  résulte,  sans  plus,  des  calculs  que  nous  avons  exposés, 
que  : 

l.  Si  l'on  considère  une  forme  de  classe  paire  cj,  de  x,^  .  .  . ,  :r.,„'  et 
un  groupe  de  fonctions /i,  ..  • ,  fq^  d'ordre  q,  relatif  aux  transfor- 
mations, qui  reproduisent  co,  à  une  diflférentielle  exacte  près,  on  peut 
choisir  parmi  les  fonctions  du  groupe  q  fonctions  indépendantes 
)',,  .  .  . ,  yq  qui  satisfont  aux  relations  (32);  ou  bien  le  système  (Sg), 

où  Cf,  ...,  Cq  sont  des  constantes  arbitraires,  est  en  involution 
(relativement  à  r,)'). 

H.  Si  l'on  considère  nne  forme  w,  de  classe  impaire,  des  variables 
Xf.  .  .  .,  ^,„'+i)  "ï^  groupe  d'ordre  ^,  relatif  aux  transformations  qui 
conservent  o),  possède  une  base  dont  les  éléments  satisfont  soit  aux 
relations  (35),  soit  aux  relations  (36);  ou  bien  le  système  (Sg)  est  en 
involution. 

IH.  Si  l'on  considère  une  forme  oo  de  classe  paire  des  variables 
r,,  ...,  x,^.,  un  groupe  de  fonctions  de  .r,.  ....  ii7.„ ,  d'ordre  q, 
relatif  aux  transformations  qui  conservent  w,  possède  une  base  dont 
les  éléments  satisfont  aux  relations  (3^)  ou  (38);  ou  bien  le  sys- 
tème (39)  est  en  involution. 

Il  est  possible,  comme  précédemment,  d'associer  au  groupe  un 
système  complet;  la  considération  des  fonctions  distinguées,  qui  sont 
données  par  un  système  complètement  intégrable,  permet,  grâce  aux 
résultats  que  nous  avons  acquis  sur  les  T,  d'énoncer  les  conditions 
d'équivalence  de  deux  groupes  de  fonctions  vis-à-vis  du  groupe  de 
liansformations  aii([uel  ils  sont  tous  deux  relatifs. 

On  voit  qu'au  fond  la  théorie  précédente  a  pour  but  de  déterminer 
dans  un  groupe  de  fonctions,  relatif  à  une  forme  w,  le  plus  grand 
groupe  conjugué  ou  semi-conjugué  relativement  à  cette  forme  qui  y 
est  contenu;  cette  détermination  a  une  grande  importance  pour  les 
problèmes  d'intégration. 

On  peut,  du  resfe,  donner  à  tout  ce  qui  vient  d'être  dit  une  plus 
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grande  portée,  en  ne  supposant  plus  que  w  soit  exprimée  au  moyen  de 
variables  caractéristiques  et  en  supposant  que  / , ,  .  .  . ,  fq  sont  des 
intégrales  premières  connues  du  système  caractéristique  de  co.  Tous 
les  calculs  faits  subsistent  et  s'appliquent,  par  conséquent,  au  pro- 
blème général  de  l'utilisation  d'intégrales  premières  connues  pour 
l'intégration  du  système  caractéristique  d'une  expression  de  Pfafr('). 

21 .  Groupes  de  fonctions  vis-à-vis  du  groupe  des  transformations 
de  contact  g-énérales.  —  Cherchons  d'abord  la  définition  à  donner  du 
groupe.  Soient  y,,  ..,,  /^,  q  fonctions  distinctes  de  a?,  z^p.  Une 
transformation  de  contact  est  définie  par  la  relation 

(17)  ^  =  pw  (p  .=^  o). 

Supposons  que  /)  et  f^  soient  deux  fonctions  du  groupe  qui  ne 
soient  pas  en  involulion  (si  toutes  les  fonctions  y"  étaient  en  invo- 
lution,  le  groupe  serait  involutif  et  c'est  un  cas  traité),  et  soient  F, 
et  Fî  leurs  transformées;  on  sait  que 

p[F,,    F2)x=[/l,/2]r; 

on  peut  donc  écrire 

[F,,  F,]xO  =  [/,./2],.co; 

autrement  dit,  la  forme  [/, ,  f-i\x^  est  invariante.  Calculons  pour 
cette  forme  les  expressions  |      }  et  (      )  ;  posons 

!/j=;[-/]-'45 

Nous  dirons  que  les  fonctions/, ,  .  .  .  ^  fq  forment  un  groupe  si  toutes 
les  expressions 

s'expriment  au  moyen  de/,,  .  .  .y  fq  seulement;  la  dernière  condition 
exprime  simplement  que  les  rapports  des  crochets  des  fonctions  du 
groupe  prises  deux  à  deux  s'expriment  au  moyen  des/", ,  .  .  . ,  fq- 

{')  Voir  le  fascicule  à  paraître  sur  ce  sujet  dans  le  Mémorial  des  Sciences  mathé- 
matiques. 
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Remarque.  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  prouve  que  si/,,  ..,/« 
sont  q  intégrales  premières  du  système  caractéristique  d'un  système 
d'équations  du  premier  ordre  en  involution,  si  les  expressions  |  | 
et  (  )  ne  s'expriment  pas  en/),  .  .  . , /y,  elles  fournissent  de  nou- 
velles intégrales  premières  (33). 

D'autre  part,  par  une  T,  on  peut  s'arranger  pour  que  (v=  i  ;  il 
suffit  de  choisir  cette  T  pour  que  p  =  [/, ,  /i.].  alors  [F, ,  F2]  =  i ,  et 
l'on  est  ramené  au  cas  précédemment  étudié.  Par  conséquent,  par 
une  transformation  de  contact,  on  peut  toujours  amener  un  groupe 
en  X,  z,  /j>,  non  involulif  à  l'un  des  deux  types  suivants  : 

j,      •  •  •  •      ^,/—a'^ 


Z, 

x„    . 

..,    x^_,, 

Pi,  . 

..,      Pa-1 

z. 

X,,     . 

..,    x^_, 

Pi,  ■ 

...      Pa-, 

OU 

z.     \j ,      ....     -Vct_i  ; 

P.    c 

On  peut  se  proposer  de  i^econnaître  si  les  intégrales  du  système 
complètement  intégrable 

îïTj  =  o,  .  .  . ,  ro,/  =  o 

forment  un  groupe.  On  s'appuie  pour  cela  sur  la  propriété  suivante  : 
le  système 

<4o)  [/i,/]-o,  ...,  [A./]  =  o,  [.,..   Al-^^o 

est  complet  si/i,   .  .  . , /y  forment  un  groupe  et  réciproquement.  Or, 
-on  obtient  un  système  équivalent  à  (4^)  dans  le  suivant  : 

(tu,,  ^//'j  =  o,  ...,         (m,,,i/f)  =  Q,         [,../]  — ^  =  0, 

OÙ    p  =  (c7i,  572),   pai"  exemple,   et,   comme    toujours,    {xn,,  df)    est 

défini  par 

[  oj  oj'"— 1  cj,-  df  ]  =  ( TSi.  (If  )  [  (•>  oj'"  ]. 

Si  les  fonctions  yi,  .  .  . , /^^  étaient  données  comme  intégrales  d'un 
système  complet,  on  formerait  le  système  complètement  intégrable 
correspondant.  D'ailleurs,  tous  ces  calculs  sont  bien  simplifiés  si  l'on 
élimine  dz  au  moyen  de  la  relation 

dz  =  w  -f-/),  dx,,  -!-...-+-/»„  dxn- 
Remarque.  —  Nous  avons  étudié  les  propriétés  d'invariance,  par 
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rapport  au  groupe  G,  de  systèmes  tout  à  fait  spéciaux  de  fonctions, 
systèmes  auxquels  on  est  conduit  par  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  peut  signaler  des  systèmes 
un  peu  plus  généraux  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  transfor- 
mations des  équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes.  Il  s'agit  de  systèmes 
de  q  fonctions  /, ,  .  .  . ,  /^  de  a?,  3,  y>,  tels  que  les  rapports  des  cro- 
chets de  ces  fonctions  prises  deux  à  deux  s'expriment  au  moyen 
de  y"i ,  .  .  .  ^  fq  seulement  sans  que  la  première  condition  qui  sert  à 
caractériser  les  groupes  soit  remplie.  Celte  propriété  du  système  de 
q  fonctions  est  évidemment  invariante  par  rapport  au  groupe  G  [!-']• 

GÉiNÉRALISATIONS    DIVEBSKS. 

22.   Transformations  de  contact  prolongées.  —  Soient 


P,-=P,-(>,  s,  p)         (?■=!,...,  p) 

les  formules  qui  définissent  une  transformation  de  contact.  Sa(.~ 
posons  que  z  y  représente  une  fonction  de  x,,  .  .  .,^„;^4,  .  .  .,/>« 
ses  déHvées  partielles  du  premier  ordre;  on  en  déduit  alors  pourZ,  en 
général,  une  fonction  de  X,,  .  .  .,  X,j  dont  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  se  calculent  au  moyen  des  expressions  des  P/.  Un  calcul 
classique  permetde  trouverles  déinvée&secondesP/y(i,y  =  i ,  2, . . .,  «) 
de  Z  par  rapport  à  X/  et  Xy  en  fonction  des  x^  de  z  et  de  ses  dérivées 
premières  et  secondes.  Les  formules  obtenues  ne  sont  pas  valables 
pour  les  fonctions  z  solutions  d'une  certaine  équation  de  Monge- 
Ampère  (e);  inversement,  elles  permettent  d'exprimer  iesx,  z^pi^pij 
an  moyen  des  X,  3,  P,,  P,y,  sauf  lorsque  z  est  solution  d'une  certaine 
autre  équation  de  Monge-Ampère  {&)• 

On  a  ainsi  prolongé  la  transformation  de  contact  jusqu'au  second 
ordre  :  deux  surfaces  ayant,  en  un  point,  un  contact  du  deuxième 
ordre  sont  transformées  en  deux  surfaces  jouissant  de  la  même 
propriété. 

On  peut  prolonger  la  transformation  jusqu'à  un  ordx^e  quelconque  ^ 
et  la  transformation  prolongée  est  encore  réversible  et  jouit  de  la 
|)ropriété  de  conserver  le  contact  d'ordre  <i  entre  deux  surfaces  en 
général. 
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Lie  posa  le  problème  de  trouver  les  transformations  réversibles 
d'éléments  d'ordre  </,  qui,  à  une  surface,  fassent  correspondre  en 
général  une  autre  surface;  il  pensait  que  les  T  prolongées  jouissaient 
seules  de  cette  propriété  ;  Bàcklund  prouva'que  cette  vue  était  juste  [1  ] . 
Pour  nous  limiter  au  second  ordre,  ce  fait  peut  se  formuler  de  la 
façon  suivante  :  le  système  de  Pfaff 

1    dz  — p  (Ix  — -  q  dy  =  o. 

(4i)  ,  j  dj>  —  /■  du.-  —  s  dy  =  o, 

{  dq  —  s  dx  —  t  dy  =  o 

n'est  transformé  en  lui-même  que  par  des  transformations  qui  con- 
servent sa  première  équation. 

L'insuccès  de  cette  tentative  de  généralisition  tient  essentiellement 
à  la  diflféronce  profonde  qui  existe  entre  les  propriétés  d'une  équation 
de  Pfair  et  celles  d'un  système  d'équations  de  Pfaff.  Toutefois,  le 
svslème  (40'  ^i^isi  que  les  systèmes  analogues  correspondant  à  un 
ordre  quelconque,  et  quel  que  soit  le  nombre  dos  variables  indépen- 
dantes, sont  des  systèmes  de  Pfaff  qui  jouissent  de  propriétés  particu- 
lières. Pour  les  mettre  en  évidence,  nous  nous  appuierons  sur  (juel- 
ques  considérations  générales  relatives  aux  systèmes  de  Pfaff  que 
nous  allons  rapidement  esquisser  ;  nous  aurons  acquis  en  même  temps 
le  moyen  d'indiquer  une  voie  où  l'on  s'est  engagé  en  tentant  de  géné- 
raliser les  T. 

23.  Classe  et  système  caractéristique  d'un  système  de  Pfaff.  — 
Soit  un  système  de  h  équations  de  Pfaff  en  ^| ,  .  .  . ,  ^ «  : 

l    oj|  =  an  c/./',  H-  (?|.y^/j"2 -+-.  .  .-h  «j„  dx„  =  o. 

(42)  , 

'    10/,  =  «/,  1  ^''•^1  -i- ^  (Inn  'f-''n  =  O. 

La  classe  de  ce  système  est  égale  au  nombre  minimum  de  variables 
au  moyen  desquelles  il  peut  être  exprimé,  soit  c. 

Le  système  caractéristique  de  (42)  est  le  système  associé  des 
tormes 

Wi.      ...,      O)/,;  [Wi,  .  .  .,  co/,,  w',];  ...;  [(o, w/^.  (O/,  ]. 

On  le  démontre  par  une  méthode  analogue  à  celle  qui  nous  a  servi 
pour  le  théorème  correspondant  relatif  à  une  expression  de  Pfaff  (  §  5). 
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On  retrouve  comme  application  les  conditions  de  complète  înté- 
grabilité  de  (/j^),  dont  nous  nous  sommes  servis  (§  17)  : 

oj'i  =  o,  .  .  . ,  io',i  :=  o         (  mod  oj| ,  .  .  . ,  w,i). 

Système  dérivé.  —  Nous  disons  qu'une  équation  de  PfafF12  appar- 
tient au  système  (42)  si 

et  qu'elle  appartient  au  système  dérivé  de  (42)  si,  en  plus, 

O'  ^  o         (  mod  tO| ,  .  .  . ,  co/,  ). 

Le  système  dérivé  est  donc  défini  j)ar  toutes  les  équations  de  (4^) 
indépendantes  entre  elles  qui  jouissent  de  cette  propriété.  Par  exemple;, 
le  système  (40  admet  un  système  dérivé  composé  de  sa  première 
équation. 

Le  système  dérivé  d'un  système  est  covaiùant  de  ce  système  par 
rapport  à  tout  changement  de  variable. 

On  définit  les  dérivés  successifs  qui  jouissent  de  la  même  propriété 
de  covariance. 

24.  Impossibilité  de  transformations  de  contact  du  deuxième 
ordre.  — Toute  transformation  qui  laisse  (4  i)  ^^^^^'^'^^  ^^^^  laissez* 
invariant  son  système  dérivé,  c'est-à-dire  dz  —  p  da:  —  qdy  =  o,  c'est 
donc  une  T  jirolongée. 

Supposons  que  nous  établissions  une  relation  entre  a:,  y,  z,  /;,  q, 
r,  s,  (.;\e  système  (4i)  devient  de  classe  7,  mais  admet  encore  comme 
système  dérivé  sa  première  équation  seulement.  On  démontre  aisé- 
ment que,  réciproquement,  tout  système  de  trois  équations  de  Pfafl'à 
sept  variables  et  de  classe  7,  admettant  un  système  dérivé  composé 
d'une  équation  de  classe  5,  peut  être  associé  à  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  [24], 
On  en  déduit  que  les  seules  transformations  réversibles  entre  surfaces 
intégrales  de  deux  équations  du  second  ordre  qui  conservent  le  con- 
tact du  second  ordre  sont  les  T  prolongées. 

Ces  résultats  s'étendent  sans  difficulté  aux  transformations  d'ordre 
quelconque  quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 

25.  Transformations  de  surfaces  par  abaissement  de  l'ordre  du 
contact  |i,  a,  loj.  —  Pour  préciser,  proposons-nous  de  trouver  des 
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fonctions  X,  Y,  Z,  P,  Q  de  x^  j,  5,  p,  q,  /•,  5,  i,  telles  que 

dZ  —  Pcni  —  Q  (l\ 

—  p{dz—pdx  —  q  dy)  -4-  l{dp  —  r  dx -^  s  dy)  t-  \x{dq  —  s  dx  —  tdy)\ 

nous  sommes  conduits  à  des  transformations  qui  changent  en  général 
deux  surfaces  ajant  un  contact  du  deuxième  ordre  en  deux  surfaces 
ayant  un  contict  du  premier  ordre  ;  mais  ces  transformations  ne  se  font 
que  dans  un  sens;  elles  se  prolongent  en  permettant  d'exprimer  les 
dérivées  d'ordre  n  de  z  au  moyen  des  coordonnées  d'élément  d'ordre 
n  +  I  de  z.  Elles  ont  des  applications  à  la  théorie  des  transformations 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre,  mais  surtout 
l'étude  de  leurs  singularités  est  intéressante.  Cela  s'applique,  quelque 
soit  le  nombre  des  variables  dont  dépend  z  et  aussi  quel  que  soit 
l'ordre  de  ses  dérivées  qu'on  fait  intervenir.  L'élude  des  transfor- 
mations que  nous  envisageons  met  en  évidence  certaines  catégories 
d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  jouissent  de  propriétés  parti- 
culières quant  à  la  structure  de  leurs  intégrales  et  quant  à  la  possi- 
bilité de  les  transformer  en  une  autre  équation.  D'ailleurs,  ce  ne  sont 
pas  seulement  des  équations  uniques  qui  sont  mises  en  relief,  mais 
aussi  des  systèmes  d'é(|uations  en  involution  de  types  particuliers  et 
qui  se  présentent  ainsi  tout  naturellement  comme  sujet  d'étude. 

26.  Problème  de  Bâcklund  généralisé  [rot/'  fascicule  VI  du  Mémo- 
rial (')].  —  On  est  donc  conduit  à  des  transformations  qui  concernent, 
non  plus  toutes  les  multiplicités  de  l'espace,  mais  seulement  les  multi- 
plicités intégrales  de  certaines  équations  ou  certains  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  Bâcklund,  le  premier,  s'est  posé  un 
problème  de  cette  nature  [3],  en  se  donnant  a  priori  quatre  relations 
entre  les  coordonnées  de  deux  éléments  du  premier  ordre  de  l'espace 
ordinaire  ;  on  peut  remplacer  ce  système  de  quatre  relations  par 
d'autres  systèmes  plus  compliqués  [10],  mais  il  faudra  bien  toujours 
être  guidé  par  quelque  idée  pour  leur  choix,  et  c'est,  en  général,  des 
considérations  géométricjues  qui  dictent  la  façon  de  choisir.  A  de  tels 
systèmes,  on  peut  faire  correspondre  des  systèmes  d'équations  de 
Pfaff,  et  c'est  en  somme,  à  l'élude  de  ces  derniers  systèmes  qu'on  se 


Q)    Nous   signalons  que  page  5o  de  ce  fascicule,  ligne  12,  il  faut  lire  entre  paren- 
thèses 12  au  lieu  de  1 1. 
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ti'ouve  ramené,  mais  là  encore,  ces  sysLèmes  ne  sonl  pas  pris  au 
hasard  :  ce  sont  des  systèmes  de  PfafFqui  se  présentent  dans  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  interviennent. 

Par  exemple,  à  toute  écpiation  du  second  ordre,  on  fait  corres- 
pondre un  système  particulier  de  trois  équations  de  Pfaff,  de  classe  n 
et  réciproquement;  mais  si  l'équation  admet  des  caractéristiques  du 
premier  ordre,  ce  système  comprend  deux  équations  qui  forment  un 
système  de  classe  6.  De  même,  à  toute  équation  du  troisième  ordre, 
on  peut  faire  correspondre  un  système  particulier  de  six  équations  de 
classe  1 1  ;  pour  des  équations  [jarticulières,  ce  système  comprend  un 
système  particulier  de  trois  équations  de  classe  8  ou  de  quatre  équa- 
tions de  classe  9  [H,  12,  22]. 

On  peut  aussi  considérer,  selon  les  idées  de  M.  Vessiot,  les  sys- 
tèmes d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  corrélatifs  des 
systèmes  PfafF  [34]. 

27.  Tandis  que  l'étude  des  transformations  de  contact  se  confond 
avec  celle  des  transformations  d'une  équation  ou  d'une  expression  de 
Pfaff  quelconque,  celle  des  transformations  auxquelles  nous  sommes 
conduits  ont  rapport  à  des  systèmes  de  Pfafi",  de  structure  particu- 
lière. 

Mais  il  y  a  une  manière  plus  catégorique  de  concevoir  la  générali- 
sation des  T  :  c'est  d'envisager  les  transformations  qui  laissent  inva- 
riant un  système  d'éf|uations  ou  d'expressions  de  PfafF;  on  est  amené 
ainsi  à  un  problème  difficile  que,  grâce  à  ses  méthodes,  M.  Carlan  a 
pu  traiter,  édifiant  ainsi  la  théorie  de  la  structure  des  groupes  infinis 
de  transfôrmallons  [7']  ;  ce  point  de  vue  englobe,  en  un  certain  sens, 
le  précédent  comme  cas  singulier. 

Enfin,  il  convient  de  signaler  que  Kantor  [30]  avait  conçu  l'idée 
d'étudier  les  transformations  qui  laissent  invariante  une  forme  bili- 
néaire  alternée  de  différentielles,  c'est-à-dire,  en  somme,  une  forme 
différentielle  extérieure  quadratique,  en  établissant  un  [>aral]èle  entre 
ce  problème  et  celui  de  la  recherche  des  propriétés  invariantes  d'une 
forme  quadratique  ordinaire  de  différentielles,  c'est-à-dire  un  ds';  il 
s'est  d'ailleurs  borné  au  cas  d'une  forme  différentielle  extérieure 
quadratique  dérivée  exacte,  qui  est  de  beaucoup  plus  simple  que  le 
cas  général  traité  ici. 
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MEMORIAL  DES  SCIENCES  PHYSIQUES 


directeurs  : 
Henri  VILLAT  et  Jean  VILLEY 


■\ouvelle  collection  /nibliée  sous  le  haut  patronage  : 

de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris 

des  Académies  de  Belgrade,  Bruxelles,  Bucarest,  Coïmbre 

Cracovie,  Kiew,  Madrid,  Prague,  Borne 

Stockholm  (fondation  Mittag-Leffler),  etc.,   etc. 

ai'ec  la  collaboration  de  nombreux  savants. 


L'accueil  rencontré  auprès  du  public  scientifique  par  le  Mémorial  des  Sciences 
mathématiques  a  conduit  à  prolonger  cette  Collection  par  la  création  d'un 
MÉMORIAL    DES     SCIENCES     PHYSIQUES,    conçu    suivant    les    mêmes 

principes  et  dont  les  fascicules  paraissent  depuis  janvier  1928. 
Chaque  fascicule,  d'une  soixantaine  de  pages  environ,  renferme  l'exposé,  aussi 
clair  et  condensé  que  possible  d'une  question  précise  et   bien  délimitée  ;  c'est 
une  sorte  de  mise  au  point  d'un   problème,  ou  d'une  catégorie  de  problèmes  à 

l'ordre  du  jour. 


Volumeâ    in-8    raisin    (25x16)    se    vendant    séparément  : 

Fascicules  parus 


Fasc. 

1.  L.  de  Broglie.  —  La  Mécanique  ondulatoire lî  fr. 

2.  A.  de  Gramont.  —  La  Télémélrie  monostalique i5  fi-. 

3.  G.  Moreau.  —  Propriétés  électriques  et  magnétiques  des  flammes i5  fr. 

4.  F.-H.    Van  den  Dungen,  —  Les  Théories  générales  de  la  technique  des 

vibrations i5  fr. 

5.  /.  Barbaudy.  —  Les  Bases  physico-chimiques  de  la  distillation i5  fr. 

C.     F.   Bedeau.   —   Le    Quartz    piézo-électrique   et   ses   applications   dans  la 

technique  des  oscillations  hertziennes lô  fr. 

7.  E.  Aubel  et  A.  Genevois.  —  L'Klal  actuel  de  la  question  des  ferments....  i5  fr. 

8.  René  Dubrisay.  —  Applications  de  la  mesure  des  tensions  superficielles  à 

l'analyse  chimique i5  fr. 


Nombreux  fascicules  en  préparation.  —  Consulter  la  Notice  spéciale. 
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MÉMORIAL  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 

Directeur  :  Henri  VILLAT 

Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 

Professeur  à  la  Sorbonne, 

Directeur  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 


Nouvelle  collection  fondée  sous  le  haut  patronage  des  Académies 
Française  et  Etrangères,  avec  la  collaboration  de  nombreux  savants. 

Fa&cicules  parus 


Paul   Appett.   —    Sur  une  fonm;  générale  des  éLiudlioiis  de  là  dynamique. 

(lusc.  I; i5  fr. 

G.  ViiUron   —  Fonctions  entières  et  fonctions  niéiomorplies  (fasc.  11)..   i5  fr. 

Paul  Appell.  —  Séries  liypergéoinélriciues  de  plusieurs  variables,  polynômes 

d'tlermite  et  autres  fonctions  spliériques  de  l'Iiyperespace  (fasc.  III). 

i5  fr. 
/>/.  d'Ocagne.  —  Esquisse  d'ensemble  de  la  Nomograpliie  (fasc.  IV).     i5  fr. 

P.  Lévy.  —  Analyse  fonctionnelle  (fasc.  V) , x5  fr. 

E.  Goursat.  —  Le  problème  de  Backlund  (fasc.  VI) i5  fr. 

A.  Buhl.  —  Séries  analytiques.  Sominabilité  (fasc.  VII) i.")  fr. 

Tk.  de  Donder.   —  Introduction    à    la  Gravifique   einsleinienne   (fasc    VIII), 

i5  fr. 

E.  Cartan.  —  La  géométrie  des  espaces  de  Hiemann  (fasc.  IX) i5  fr. 

P.  Hutnbert.  —  l'onctions  de  Lamé  et  fonctions  de  Malliieu'(fasc.  X  ).  i5  fr. 
G.  BouUgand  —  Fonctions  harmoniques.  Principes  de  Picard  et  de  IMrichlel 

(fasc.  XI) i5  fr. 

R.  Gosse.  —  La  niéliioJe  de  Darboux  pour  les  équations  *  =  f  {x,y,z,p,q). 

(fasc.  XII) i5  fr. 

A.   Véronnet.  —  Figures  d'équilibre  et  Cosmogonie  (fasc,  Xlll) i5  fr. 

Th.  De  Donder.  —  Théorie  des  Champs  graviliques  (fasc.  XIV)  ...   .     \L  fr. 

5.  Zaremba.  —  La  logique  des  Mathématiques  (fasc.  X\  ) 5  fr. 

A.  Buhl.  —  Foriniiles  stoïciennes  (fasc.  XVI) • i5  fr. 

G.  Vatiron.  —  Théorie  générale  des  séries  de  Diririilet  (fa«c.  XVll).     i5  fr. 

A.  Sainte-Laguë   —  Les  Réseaux  ton  Graphes)  (fas"-     \MII)  i5  fr. 

B.  Lagrange.  —  C.ilcul  différentiel  absolu  (f:isc.  XIX) i5  fr. 

A.  Bloch.  —  Les  fonctions  holomorphes  et  méromorphes  dans  le  cercle- 
unité  (fasc.  XX  ) i5  fr. 

M  Janet.  —  Systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  (fasc.  XXI}.  i5  fr. 
L  Godeaux.  —  Transformations  birationnelles  du  plan  (fasc.  XXIIj".  i5  fr. 
Georges  Bémoundns.  —  Extension  aux  fonctions  algébioides  multiformes  du 

ihéorèm»-  de  M.  Picard  et  de  ses  application»  (fasc.  XXIII) i5  fr. 

N.-E.  i\orlund.  —  Sur  la  «Somme»  il'unc  fonction  (fasc.  XXIV) i5  fr. 

Georges  Darmois.  -^  Les  équations  de  la  gravitation   einsteinienne 

(fasc.   XXV) i5  fr. 

Bertrand  Gambier.  —  F3éftirmation  des  surfaces  étudiée  du  point  de 

vue  intiniiésimal  (fasc.  XXVI) i5  fr. 

Paul  Appell.  —  Le  iaroblème  eéomctrique  des   déblais  et  remblais 

(fasc.  XXVII) ., i5  fr. 

Emile  Cotton   —  Approximations  successives  et  équations  dilTéren- 

tielles  (fasc.  ■  XXVIII) ; .5  fr. 

C.  Guichard.  —  Les  courbes  de  l'espace  b  «dimensions  (fasc.  XXIX).  i5  fr. 
Ludovic    Zoretti.    —    Les   principes   de   la    mécani(iue   classique 

(fasc.XW) ,5  fr. 

Bertrand  Gambier    —  Applicabilité  des  surfaces  étudiée  au  point  de 

vue  lini  (fasc.  XXXI) i5  fr. 

Ch.Biquier.  —  La  Méthode  des  Fonctions  majorantes  et  les  systèmes 

d'Equations  aux  dérivées  prirliellcs  (fasc.  XXXII) ^ i5  fr. 

A.  Buhl.  —  Aperçu^  modernes  sur  la  tiiéoric  des  groupes  continus  et 

finis  (fasc.  XXXIII) i5  fr. 

//.   Vergne.  —  Ondes  liquides  de  gravité  (fasc.  XXXIV) t5  fr. 

rJon  Lecornu.  —  Th;''orie  mathématique  de  rélasticitè  (fasc.  XXXV).  i5  fr. 
Pnul  Appell.   —  Sur   la  décomposition   d'une   fonction    méromorphe 

'Il  r>|,;ini-nls  simples  (fascicule  XXXVI) i5  fi'- 

838.'5!l  29    Paris.  —  Imprimerie  GâutViier-Villnrs  et  C»,   55,  quai  des  Grands-Augnstins. 


